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Streszczenie
W pracy zaprezentowano modele GARCH wprowadzone przez Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha 
i Griebenowa (2005), które zostały skonstruowane na podstawie cen minimalnych, maksymalnych 
i zamknięcia. Zakładając, że śróddzienne stopy zwrotu mogą być opisane przez arytmetyczny ruch 
Browna z rozkładem NIG, przedstawiono łączne rozkłady wektorów losowych. Ich współrzędnymi 
są zmienne losowe wartości minimalnej, maksymalnej i końcowej logarytmicznych stóp zwrotu. 
Rozkłady te zostały następnie wykorzystane do skonstruowania funkcji wiarygodności, służących do 
estymacji parametrów modeli. 
 Ponadto w pracy zaproponowano rozszerzenie modeli Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha, 
Griebenowa (2005). Polega ono na zastosowaniu bardziej efektywnych estymatorów dziennej wariancji, 
konstruowanych na podstawie cen minimalnych i maksymalnych, zamiast estymatora wyznaczanego 
wyłącznie na podstawie cen zamknięcia. Dokonano również pewnych uproszczeń wspomnianych 
parametryzacji modeli. Na podstawie szeregów stóp zwrotu z indeksu WIG20 i kursu walutowego  
EUR/PLN pokazano, że wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do 
oszacowania parametrów modelu GARCH, bez zwiększenia jego parametryzacji, poprawia jakość 
modelu mierzoną wartością funkcji wiarygodności.
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1. Wstęp

Zmienność cen instrumentów finansowych jest jednym z ważniejszych pojęć współczesnych finansów. 
Znaczenie zmienności wynika zarówno z teorii finansów, jak i z licznych zastosowań praktycznych 
(Schwert 1989; Fleming, Kirby, Ostdiek 2001; Poon, Granger 2003; Andersen i in. 2006). Wyniki badań 
empirycznych wskazują, że rozszerzanie istniejących już modeli zmienności stóp zwrotu i tworzenie ko-
lejnych parametryzacji w celu coraz lepszego dopasowania modelu do danych empirycznych jest mniej 
efektywne niż wykorzystanie informacji powszechnie dostępnych na rynku (Fiszeder 2009). Do nie-
dawna modele parametryczne stosowane do opisu zmienności stóp zwrotu były konstruowane wyłącz-
nie na podstawie cen zamknięcia. Dodatkowe dane rynkowe, które można uwzględnić przy budowie 
modeli zmienności, dzieli się na dwie grupy: 1) dane o częstotliwości wyższej niż dzienna, tzw. dane 
intraday, które są zbiorem uporządkowanych par zawierających wartość ceny i czas jej odnotowania,  
2) informacje o minimalnych i maksymalnych cenach. W tym przypadku nie jest jednak uwzględniany 
moment ani nawet kolejność ich wystąpienia.

Obecnie znanych jest wiele parametryzacji modeli służących do opisu zmienności stóp zwrotu na 
rynkach finansowych; wśród nich najliczniejszą klasę stanowią modele GARCH. Rozważania prowa-
dzone w niniejszej pracy będą dotyczyły właśnie tej grupy modeli, w przyszłości mogą być jednak roz-
szerzone na inne ich rodzaje, np. modele SV (ang. stochastic volatility). 

Zastosowanie notowań intraday dostarcza więcej informacji o badanym instrumencie finansowym, 
wiąże się jednak z koniecznością pokonania szeregu problemów: 

1. Dane o częstotliwości wyższej niż dzienna nie zawsze są dostępne dla wszystkich aktywów, 
w przeciwieństwie do cen zamknięcia oraz cen minimalnych i maksymalnych.

2. Pozyskanie danych intraday wymaga z reguły poniesienia dodatkowych kosztów, ponieważ nie 
są ogólnie dostępne. 

3. Zastosowanie danych intraday z dłuższych okresów wymaga bardzo dużych baz danych,  
liczących setki tysięcy obserwacji, co znacznie wydłuża czas prowadzenia analiz.

4. Czynniki związane z mikrostrukturą rynku (Doman 2011), szczególnie w przypadku mało płyn-
nych aktywów, powodują znaczne obciążenie estymatorów konstruowanych na podstawie danych  
śróddziennych. 

5. Dane o wysokiej częstotliwości mają wiele cech utrudniających ich bezpośrednią analizę. Przy-
kładowo występują silne wahania cykliczne w ciągu dnia i silna autokorelacja, informacje makroeko-
nomiczne mają duży wpływ na notowania cen instrumentów finansowych; zmienność obliczona na ich 
podstawie może być znacznie przeszacowana lub niedoszacowana; często wymagają też podjęcia dodat-
kowych działań, np. filtrowania. 

6. Informacje o cenach w ciągu dnia nie są na ogół wykorzystywane do budowy modelu GARCH 
i funkcji wiarygodności służącej do estymacji parametrów tego modelu dla okresów dziennych, a poja-
wiające się w literaturze propozycje wymagają znacznego rozbudowania postaci modelu i zwiększenia 
liczby jego parametrów. Do nielicznych wyjątków można zaliczyć prace Lildholdta (2002) oraz Ventera, 
de Jongha i Griebenowa (2005), w których dodatkowo wykorzystano wartości minimalne i maksymalne 
w ciągu dnia.

Korzystanie w modelowaniu finansowym z informacji o wartościach minimalnych i maksy- 
malnych jest uzasadnione. Estymator Parkinsona (1980), najprostszy i najmniej efektywny spośród  
estymatorów dziennej wariancji (termin ten określa w dalszej części pracy wariancję stopy zwrotu za-
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obserwowaną między zamknięciami notowań w kolejnych dniach), konstruowanych na podstawie cen 
minimalnych, maksymalnych i zamknięcia, daje podobne wyniki jak zmienność zrealizowana, szaco-
wana na podstawie czterech, pięciu lub sześciu obserwacji w ciągu dnia (Parkinson 1980; Andersen, 
Bollerslev 1998). Ponadto Parkinson pokazał, że w przypadku arytmetycznego ruchu Browna zapropo-
nowany przez niego estymator wariancji jest ponadpięciokrotnie efektywniejszy od estymatora kon-
struowanego na podstawie cen zamknięcia. 

Powstanie modeli klasy GARCH umożliwiło opisanie zjawiska tzw. grupowania zmienności stóp 
zwrotu. Początkowo przyjmowano założenie o warunkowej normalności składnika losowego, które  
w przypadku większości procesów finansowych nie jest spełnione z powodu występowania wysokiej 
kurtozy oraz asymetrii warunkowych rozkładów stóp zwrotów. Problem ten rozwiązywano przez wpro-
wadzenie asymetrycznych rozkładów zawierających grube ogony, najczęściej skośnego rozkładu t Stu-
denta. Możliwości wykorzystania tego rozkładu w przypadku dodatkowej analizy danych śróddzien-
nych są jednak ograniczone. W literaturze trudno znaleźć opisy procesów stochastycznych z czasem 
ciągłym, których przyrosty byłyby zmiennymi losowymi o tym rozkładzie. Zastosowanie rozkładów  
t Studenta do procesów GARCH znacznie komplikuje także wycenę instrumentów pochodnych.  
W przypadku modelowania logarytmicznych stóp zwrotu oczekiwana stopa zwrotu takiego procesu 
jest nieograniczona, w związku z tym nie istnieje drugi moment funkcji wypłaty. W konsekwencji ce-
na opcji opisanej za pomocą takiego modelu jest nieskończona, co jest nonsensem. Z opisanych powo-
dów pożądane jest stosowanie w modelowaniu rozkładu o grubych ogonach, który równocześnie miał-
by wszystkie momenty skończone. Warunek ten spełnia przedstawiony w niniejszej pracy rozkład NIG, 
którego wykorzystanie w modelowaniu stochastycznej zmienności zaproponowali Barndorff-Nielsen 
(1997) oraz Andersson (2001). Z kolei Jensen i Lunde (2001) opracowali tzw. model NIG-S&ARCH. Część 
rezultatów przedstawionych w tej ostatniej pracy zostanie wykorzystana w niniejszym opracowaniu. 
Analizy Ventera i de Jongha (2004) pokazują, że dzięki zastosowaniu modelu GARCH z warunkowym 
rozkładem NIG składnika losowego uzyskiwano trafniejsze oszacowania zmienności stóp zwrotu i ry-
zyka niż na podstawie modelu ze skośnym rozkładem t Studenta.

W wyniku przeprowadzonych badań Forsberg i Bollerslev (2002) stwierdzili, że dla kursu waluto-
wego ECU/USD: 

1) zmienność zrealizowana stóp zwrotu (obliczana jako suma kwadratów danych śróddziennych) 
ma rozkład odwrotny gaussowski, 

2) dzienna stopa zwrotu standaryzowana przez pierwiastek zmienności zrealizowanej ma w przy-
bliżeniu rozkład normalny. 

Analizy te potwierdziły dobre dopasowanie modelu GARCH-NIG, zaproponowanego wcześniej 
przez Forsberga (2002). Skonstruowany model nie jest jednak w stanie opisać asymetrii rozkładów stóp 
zwrotu – własności często występującej na przykład na rynkach akcji.

Omawiane dotąd badania wykorzystywały szeregi czasowe zawierające tylko dzienne stopy zwro-
tu konstruowane na podstawie cen zamknięcia. W pracach Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha 
i Griebenowa (2005) zaproponowano parametryzacje modeli GARCH, w których dodatkowo wykorzy-
stano wartości cen minimalnych i maksymalnych. Wyznaczono funkcje gęstości rozkładu łącznego mi-
nimalnej, maksymalnej i końcowej wartości logarytmicznych stóp zwrotu w danym dniu. Założono, że 
śróddzienny proces logarytmicznych stóp zwrotu instrumentu jest procesem Levy’ego. W opracowaniu 
Lildholdta  (2002) jest to arytmetyczny ruch Browna o ustalonej na dany dzień wariancji, a składnik lo-
sowy w zaproponowanym modelu GARCH dla obserwacji dziennych ma warunkowy rozkład normalny. 
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Ze względu na występowanie leptokurtozy oraz asymetrii rozkładów stóp zwrotów założenie to 
nie jest na ogół spełnione w przypadku empirycznych szeregów finansowych. Z kolei w pracy Ven-
tera, de Jongha i Griebenowa (2005) dynamika śróddziennych stóp zwrotu jest bardziej złożona. 
Wykorzystując wnioski z pracy Forsberga i Bollersleva (2002), zaproponowano parametryzację mo-
delu GARCH-NIG, w którym warunkowy rozkład składnika losowego jest rozkładem normalnym, 
odwrotnym, gaussowskim NIG. Przedstawione funkcje gęstości zostały następnie wykorzystane do 
określenia funkcji wiarygodności dla modeli GARCH.

W porównaniu ze wspomnianymi pracami w modelach GARCH przedstawionych poniżej do 
estymacji dziennej wariancji stóp zwrotu zastosowano także ceny minimalne i maksymalne. Omó-
wione propozycje mają również pewne wady. Przedstawiona w pracy Lildholdta funkcja gęstości 
rozkładu łącznego wartości minimalnej, maksymalnej i końcowej ma złożoną postać, co dodatko-
wo komplikuje model. W opracowaniu Ventera, de Jongha i Griebenowa przyjęto nietypowe pa-
rametryzacje wprowadzonych tam zmiennych losowych oraz procesów stochastycznych. Ponadto 
składnik losowy nie jest standaryzowany (tzn. jego wartość oczekiwana i wariancja nie są równe, 
odpowiednio, 0 i 1). Utrudnia to porównanie budowy modelu z innymi, opisanymi w literaturze. 
Modele przedstawione w niniejszym opracowaniu będą wolne od tych wad.

Niniejsze opracowanie ma trzy podstawowe cele. Pierwszym jest zaproponowanie nowej parame-
tryzacji modelu GARCH, do której estymacji będą wykorzystywane jednocześnie informacje o cenach 
minimalnych i maksymalnych: do konstrukcji estymatorów dziennej wariancji i do określenia funk-
cji wiarygodności służącej do estymacji parametrów modeli zmienności. Drugi cel to przedstawienie 
w bardziej czytelnej i uporządkowanej formie dotychczas istniejących modeli opisanych w pracach  
Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha i Griebenowa (2005), tak aby można było bezpośrednio 
porównać je z modelami przedstawionymi w innych publikacjach naukowych. Trzecim celem jest 
pokazanie, na podstawie szeregów stóp zwrotu z indeksu WIG20 i kursu walutowego EUR/PLN, że 
wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do estymacji parametrów mo-
delu GARCH, bez zwiększenia jego parametryzacji, poprawia jakość modelu mierzoną wartością 
funkcji wiarygodności. Tematyka ta jest praktycznie nieobecna w literaturze światowej.

Układ artykułu jest następujący. W części drugiej przedstawiona zostanie ogólna postać zapro-
ponowanych parametryzacji modelu GARCH. Część trzecia zawiera propozycje wykorzystania do-
datkowych informacji na temat dziennego minimum i maksimum przy założeniu, że warunkowy 
rozkład składnika losowego jest normalny oraz śróddzienne stopy zwrotu można opisać arytme-
tycznym ruchem Browna. W części czwartej, z myślą o uogólnieniu założeń modelowych, przed-
stawiono rozkład NIG oraz rozszerzoną formułę gęstości rozkładu łącznego maksimum, minimum  
i wartość końcową. Część piąta zawiera opis parametryzacji modelu GARCH z wykorzystaniem 
rozkładu NIG oraz wspomnianej funkcji gęstości. Wyniki badania empirycznego dotyczącego in-
deksu WIG20 notowanego na GPW w Warszawie oraz kursu walutowego EUR/PLN zamieszczo-
no w części szóstej. Niniejszy artykuł zawiera znaczne rozszerzenie wyników przedstawionych  
w pracy Perczaka (2013).
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2. P odstawowe specyfikacje m odelu G ARCH d la rozważanych r odzajów 
danych rynkowych

2.1. Model GARCH konstruowany na podstawie cen zamknięcia
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zmiennej losowej X o wartości oczekiwanej μ i wariancji σ2. Rozpatrywane są procesy z czasem dys-
kretnym t. Niech St oznacza cenę zamknięcia instrumentu finansowego odnotowaną w dniu t. Zdefi-
niowano także dzienną stopę zwrotu jako 
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 oznacza zbiór wszystkich infor-
macji dostępnych w chwili t.

Niech Xt oznacza proces GARCH(p, q) w postaci:
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 dla 1 ≤ i ≤ p. 
Przy większych rzędach opóźnień q i p założenia te są zbyt restrykcyjne i często dzięki ich złagodze-
niu można uzyskać lepszy opis wariancji warunkowej. Kowariancyjna stacjonarność procesu zachodzi  
natomiast wtedy, gdy spełniony jest warunek: 
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2.2. Opis rozszerzonego zbioru danych rynkowych

Wycena wartości instrumentów finansowych zazwyczaj dokonywana jest na rynku finansowym wie-
lokrotnie w ciągu dnia. Z dziennych notowań rynkowych można pozyskać znacznie więcej informacji 
niż pojedyncze notowania cen zamknięcia. Przedstawiony w poprzednim podpunkcie model GARCH 
konstruowany jest na podstawie tylko cen zamknięcia. Poniżej zostanie zaprezentowana propozycja 
modyfikacji modelu, dzięki której do estymacji parametrów będzie można wykorzystać szerszy zbiór 
dziennych notowań.

Przez St, τ oznaczana będzie cena instrumentu finansowego odnotowana w dniu t (
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) od ostatniego notowania poprzedniego dnia. Zachodzi zatem toż-
samość: St-1, 1 = St, 0. Dzienne (dobowe) minimum i maksimum zdefiniowano odpowiednio jako 
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). Dodatkowo przyjęto definicję minimalnej i maksymalnej dzien-
nej stopy zwrotu:
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. Zredefiniowano jednodniową stopę zwrotu: 
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, która będzie też nazywana wartością końcową dziennej stopy zwrotu.
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Wykorzystywane informacje dotyczące dziennych notowań instrumentu finansowego reprezento-
wane będą teraz przez uporządkowaną trójkę liczb 
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,  zamiast pojedynczej wartości xt, jak ma 
to miejsce w klasycznym modelu GARCH wprowadzonym przez Bollersleva (1986). 

2.3. O gólna po stać p roponowanych m odeli G ARCH d la d anych r ozszerzonych 
o cenę minimalną i cenę maksymalną 
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 oznaczana będzie ciągła w swojej dziedzinie łączna funkcja rozkładu prawdopo-
dobieństwa wektora zmiennych losowych 
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, dla których spełnione są następujące warunki: 
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.
Dla ustalonego dnia
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 rozpatrywany jest wektor losowy 
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 o rozkładzie
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, dla którego zdefiniowano także funkcję 
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, będącą nieobciążonym estymato-
rem dziennej wariancji stóp zwrotu. Funkcja ta spełnia również warunek 
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[ ] . 
Kilka wybranych postaci tej funkcji przedstawiono w dalszej części pracy.

Ogólna postać zaproponowanych parametryzacji w niniejszym opracowaniu wygląda następująco:
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określono na podstawie estymatora Z^.

3. M odel G ARCH z w arunkowym r ozkładem n ormalnym s kładnika 
losowego konstruowany na podstawie rozszerzonego zbioru danych

Zaprezentowana ogólna postać parametryzacji stanowi punkt wyjścia do prezentacji bardziej szczegó-
łowych postaci modeli. Poniżej przyjęto, że warunkowy rozkład procesu Xt jest rozkładem normalnym. 
Ponadto założono, że stop zwrotu w ciągu dnia (doby) można opisać arytmetycznym ruchem Browna, 
co umożliwiło zastosowanie rozkładu łącznego stóp zwrotu dziennego minimum, maksimum i warto-
ści końcowej. Do skonstruowania modeli wykorzystano również bardziej efektywne estymatory dzien-
nej wariancji stopy zwrotu niż w klasycznym modelu AR(r)-GARCH(p, q).

3.1. Trójwymiarowy wektor losowy stóp zwrotu minimum, maksimum i wartości 
końcowej arytmetycznego ruchu Browna

Dla standardowego procesu Wienera 
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 zdefiniowany zostaje ruch Browna 
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. Dla dowolnej, ustalonej wartości s > 0 zachodzi 
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. 
Jeśli proces  Xτ osiąga dla pewnego τ1 wartość a < 0, a następnie dla wszystkich 
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wówczas liczbę a nazywamy dolną barierą absorbującą. Analogicznie, jeśli proces  Xτ osiąga dla pew-
nego τ2 wartość c > 0, a następnie dla wszystkich τ > τ2 zachodzi 
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, wówczas liczbę c nazywamy 
górną barierą absorbującą.

Gęstość rozkładu  Xs, z dolną barierą absorbującą równą a i górną barierą równą c, opisano za po-
mocą następującego wzoru (porównaj Cox, Miller 1965, s. 222, formuła 78, a także Li 1999):
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średnik oddziela argumenty funkcji od jej parametrów.

Wyznaczona na podstawie tożsamości (7) gęstość rozkładu łącznego wektora zmiennych losowych 
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dana jest następującą formułą (Fiszeder, Perczak 2013):
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gdzie funkcja g opisana jest zależnością:
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(9)

Argumenty a, c, x można interpretować jako wartości, odpowiednio: minimalną, maksymalną  
i końcową.

Wektor losowy 

( )=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

⇒

=
=

=

>

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ssxcCaAf ssN
2,;,, μ  

( ) ( )( ) ( )( )=

=

k

k

s
sackcxsc

s
sackxack

eee
s

2

2

2

2

2

2
1

2
222

2
22

2

1 μμμμ

 
 ca 0 , cxa ,  

( )sss XCA ,,   

( )
( )>

ca
sscCaAxf

ssxcaf ssN
ACN

22
2 ,;,;

,;,,  

( ) ( )( ),1,;,,,,,;,,
2

1 2

5 2
5 kkxcagsskkxcag
s

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

s
sakckxsakck

esakckxkksskkxcag 2

2
1212

2
22

22
1221

2
21 24,,,;,,

( )sss XCA ,,

sss XCA ,,

  ( )ssACN 2,

( ) ( )ACN~ ,

( ) ( ) ( ) ( )222
1 14,086,086,0 sXXAAXCCsV sssssss  

 

<<

( )ttt hNX ,~| 1

( )tt hNX ,~|  

tt X

=
–

–

–
=

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

{ }
( )

{ }
( ) ( )( )

n

t
tttNN hxfL

1
,;lnmaxarglnmaxarg,,

( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21  

( ) ( )tttttt hACNXCA ,~|,,

ttt XCA ,,

ttt XCA ,,

1

( ) ( )( ) ( )( )ttt NXhACN ~|,~|

( ) ~|

( ) ( ) ( )222 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
itit hh

1

2
0  

{ }
( )

{ }
( )( )ttttACNACN hxcafL

,
,;,,lnmaxarglnmaxarg, ,

( ) ( )ttttt hACNXCA ,~|,, 1  

( )2tX  

ith 0

σ

σ σ∂

∂ ∂

σ
σ σσ

π

σ
σ

σσ

σ

π

∑
∞

∞–

=

=

k

k
∑
∞

∞–

– –
–

– – – – – – –

–

–

–

–

–

_

t 1_

_

+ +

– –+ +

– –
– – – – –

+

( )

μ

μ

ss 2, σ

s2σ

σ

μ

μ

μ

μ

μ

ε μ

μ

μ

( )thACN ,μ

μ

μ

μ

μ

tt h,μ

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω

ξ

ξ

Σ Σ

Σ

Σ

=

n

i 1
Σ

=

q

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

ε ξ

ξ

ξ ω ξ ,ω ξ
,ω ξ

ξ

ξ ξ

μ , 2ss σ

σ

μ

μ μ

μμ

ℑ

ℑ

^

^ ^ ^
φ ,,ω ξ φ

,,ω ξ φ ,,ω ξ φ
μ ,ω ξφ

ℑ

–t 1ℑ –t 1ℑ

–

–

– –

itihξ –

–

–

– –+

+ +

+ +

+

t 1ℑ

ℑ

ε

ε

it
2
–ε

t
2ε

^ ^

 ma rozkład łączny
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, jeśli jego gęstość opisana jest  
wzorem (8).
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, wówczas statystyka:
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jest nieobciążonym estymatorem wariancji
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 procesu  Xs (Perczak, Fiszeder 2013). 

Ponadto wariancja tego estymatora dla 
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  jest mniejsza od wariancji nieobciążonego esty-
matora Rogersa-Satchella (1991). Wartości 0,86 i 0,14 są wartościami przybliżonymi. 
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3.2. Estymacja parametrów modelu GARCH z warunkowym rozkładem 
normalnym z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknięcia

W przedstawionym w punkcie 2.1 modelu GARCH(p, q) w postaci (1−3) przyjmuje się bardzo często  
w miejsce założenia (1), że  
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. Model taki oznaczany w dalszej części pracy jako N11:
 
                  (11)
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                 (13)

Parametry takiego modelu estymuje się najczęściej metodą najmniejszej wiarygodności  (MNW) 
na podstawie funkcji wiarygodności, wykorzystując wyłącznie ceny zamknięcia (podejście tradycyjne):
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,  n jest liczebnością próby, natomiast fN jest funkcją gęsto-
ści rozkładu normalnego.

Wprowadźmy bardziej restrykcyjne założenia modelu N11. Przyjęto, że
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Zgodnie z definicją rozkładu ACN prawdą jest, że
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co jednak nie zachodzi w drugą stronę. Znajomość funkcji gęstości rozkładu łącznego wektora
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 umożliwia sformułowanie modelu GARCH(p, q)  o odmiennej postaci, którą nazwano 
GARCH-HL z HLC. HL oznacza, że do budowy funkcji wiarygodności wykorzystano ceny maksymal-
ne i minimalne, HLC oznacza zastosowanie jednego z estymatorów wariancji, konstruowanego na pod-
stawie cen: maksimum, minimum i zamknięcia. Zbiór ten, oznaczony jako N22, może być rozszerzony 
o cenę otwarcia: 

                        

( )=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

⇒

=
=

=

>

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ssxcCaAf ssN
2,;,, μ  

( ) ( )( ) ( )( )=

=

k

k

s
sackcxsc

s
sackxack

eee
s

2

2

2

2

2

2
1

2
222

2
22

2

1 μμμμ

 
 ca 0 , cxa ,  

( )sss XCA ,,   

( )
( )>

ca
sscCaAxf

ssxcaf ssN
ACN

22
2 ,;,;

,;,,  

( ) ( )( ),1,;,,,,,;,,
2

1 2

5 2
5 kkxcagsskkxcag
s

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

s
sakckxsakck

esakckxkksskkxcag 2

2
1212

2
22

22
1221

2
21 24,,,;,,

( )sss XCA ,,

sss XCA ,,

  ( )ssACN 2,

( ) ( )ACN~ ,

( ) ( ) ( ) ( )222
1 14,086,086,0 sXXAAXCCsV sssssss  

 

<<

( )ttt hNX ,~| 1

( )tt hNX ,~|  

tt X

=
–

–

–
=

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

{ }
( )

{ }
( ) ( )( )

n

t
tttNN hxfL

1
,;lnmaxarglnmaxarg,,

( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21  

( ) ( )tttttt hACNXCA ,~|,,

ttt XCA ,,

ttt XCA ,,

1

( ) ( )( ) ( )( )ttt NXhACN ~|,~|

( ) ~|

( ) ( ) ( )222 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
itit hh

1

2
0  

{ }
( )

{ }
( )( )ttttACNACN hxcafL

,
,;,,lnmaxarglnmaxarg, ,

( ) ( )ttttt hACNXCA ,~|,, 1  

( )2tX  

ith 0

σ

σ σ∂

∂ ∂

σ
σ σσ

π

σ
σ

σσ

σ

π

∑
∞

∞–

=

=

k

k
∑
∞

∞–

– –
–

– – – – – – –

–

–

–

–

–

_

t 1_

_

+ +

– –+ +

– –
– – – – –

+

( )

μ

μ

ss 2, σ

s2σ

σ

μ

μ

μ

μ

μ

ε μ

μ

μ

( )thACN ,μ

μ

μ

μ

μ

tt h,μ

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω

ξ

ξ

Σ Σ

Σ

Σ

=

n

i 1
Σ

=

q

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

ε ξ

ξ

ξ ω ξ ,ω ξ
,ω ξ

ξ

ξ ξ

μ , 2ss σ

σ

μ

μ μ

μμ

ℑ

ℑ

^

^ ^ ^
φ ,,ω ξ φ

,,ω ξ φ ,,ω ξ φ
μ ,ω ξφ

ℑ

–t 1ℑ –t 1ℑ

–

–

– –

itihξ –

–

–

– –+

+ +

+ +

+

t 1ℑ

ℑ

ε

ε

it
2
–ε

t
2ε

^ ^

         (15)

                      

( )=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

⇒

=
=

=

>

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ssxcCaAf ssN
2,;,, μ  

( ) ( )( ) ( )( )=

=

k

k

s
sackcxsc

s
sackxack

eee
s

2

2

2

2

2

2
1

2
222

2
22

2

1 μμμμ

 
 ca 0 , cxa ,  

( )sss XCA ,,   

( )
( )>

ca
sscCaAxf

ssxcaf ssN
ACN

22
2 ,;,;

,;,,  

( ) ( )( ),1,;,,,,,;,,
2

1 2

5 2
5 kkxcagsskkxcag
s

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

s
sakckxsakck

esakckxkksskkxcag 2

2
1212

2
22

22
1221

2
21 24,,,;,,

( )sss XCA ,,

sss XCA ,,

  ( )ssACN 2,

( ) ( )ACN~ ,

( ) ( ) ( ) ( )222
1 14,086,086,0 sXXAAXCCsV sssssss  

 

<<

( )ttt hNX ,~| 1

( )tt hNX ,~|  

tt X

=
–

–

–
=

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

{ }
( )

{ }
( ) ( )( )

n

t
tttNN hxfL

1
,;lnmaxarglnmaxarg,,

( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21  

( ) ( )tttttt hACNXCA ,~|,,

ttt XCA ,,

ttt XCA ,,

1

( ) ( )( ) ( )( )ttt NXhACN ~|,~|

( ) ~|

( ) ( ) ( )222 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
itit hh

1

2
0  

{ }
( )

{ }
( )( )ttttACNACN hxcafL

,
,;,,lnmaxarglnmaxarg, ,

( ) ( )ttttt hACNXCA ,~|,, 1  

( )2tX  

ith 0

σ

σ σ∂

∂ ∂

σ
σ σσ

π

σ
σ

σσ

σ

π

∑
∞

∞–

=

=

k

k
∑
∞

∞–

– –
–

– – – – – – –

–

–

–

–

–

_

t 1_

_

+ +

– –+ +

– –
– – – – –

+

( )

μ

μ

ss 2, σ

s2σ

σ

μ

μ

μ

μ

μ

ε μ

μ

μ

( )thACN ,μ

μ

μ

μ

μ

tt h,μ

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω

ξ

ξ

Σ Σ

Σ

Σ

=

n

i 1
Σ

=

q

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

ε ξ

ξ

ξ ω ξ ,ω ξ
,ω ξ

ξ

ξ ξ

μ , 2ss σ

σ

μ

μ μ

μμ

ℑ

ℑ

^

^ ^ ^
φ ,,ω ξ φ

,,ω ξ φ ,,ω ξ φ
μ ,ω ξφ

ℑ

–t 1ℑ –t 1ℑ

–

–

– –

itihξ –

–

–

– –+

+ +

+ +

+

t 1ℑ

ℑ

ε

ε

it
2
–ε

t
2ε

^ ^

       (16)

   
       

( )=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

⇒

=
=

=

>

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ssxcCaAf ssN
2,;,, μ  

( ) ( )( ) ( )( )=

=

k

k

s
sackcxsc

s
sackxack

eee
s

2

2

2

2

2

2
1

2
222

2
22

2

1 μμμμ

 
 ca 0 , cxa ,  

( )sss XCA ,,   

( )
( )>

ca
sscCaAxf

ssxcaf ssN
ACN

22
2 ,;,;

,;,,  

( ) ( )( ),1,;,,,,,;,,
2

1 2

5 2
5 kkxcagsskkxcag
s

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

s
sakckxsakck

esakckxkksskkxcag 2

2
1212

2
22

22
1221

2
21 24,,,;,,

( )sss XCA ,,

sss XCA ,,

  ( )ssACN 2,

( ) ( )ACN~ ,

( ) ( ) ( ) ( )222
1 14,086,086,0 sXXAAXCCsV sssssss  

 

<<

( )ttt hNX ,~| 1

( )tt hNX ,~|  

tt X

=
–

–

–
=

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

{ }
( )

{ }
( ) ( )( )

n

t
tttNN hxfL

1
,;lnmaxarglnmaxarg,,

( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21  

( ) ( )tttttt hACNXCA ,~|,,

ttt XCA ,,

ttt XCA ,,

1

( ) ( )( ) ( )( )ttt NXhACN ~|,~|

( ) ~|

( ) ( ) ( )222 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
itit hh

1

2
0  

{ }
( )

{ }
( )( )ttttACNACN hxcafL

,
,;,,lnmaxarglnmaxarg, ,

( ) ( )ttttt hACNXCA ,~|,, 1  

( )2tX  

ith 0

σ

σ σ∂

∂ ∂

σ
σ σσ

π

σ
σ

σσ

σ

π

∑
∞

∞–

=

=

k

k
∑
∞

∞–

– –
–

– – – – – – –

–

–

–

–

–

_

t 1_

_

+ +

– –+ +

– –
– – – – –

+

( )

μ

μ

ss 2, σ

s2σ

σ

μ

μ

μ

μ

μ

ε μ

μ

μ

( )thACN ,μ

μ

μ

μ

μ

tt h,μ

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω

ξ

ξ

Σ Σ

Σ

Σ

=

n

i 1
Σ

=

q

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

ε ξ

ξ

ξ ω ξ ,ω ξ
,ω ξ

ξ

ξ ξ

μ , 2ss σ

σ

μ

μ μ

μμ

ℑ

ℑ

^

^ ^ ^
φ ,,ω ξ φ

,,ω ξ φ ,,ω ξ φ
μ ,ω ξφ

ℑ

–t 1ℑ –t 1ℑ

–

–

– –

itihξ –

–

–

– –+

+ +

+ +

+

t 1ℑ

ℑ

ε

ε

it
2
–ε

t
2ε

^ ^

      (17) 



Model GARCH − wykorzystanie dodatkowych informacji... 113

 Parametry tego modelu mogą być estymowane za pomocą MNW na postawie funkcji wiarygod-
ności konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknięcia oraz nowego 
estymatora dziennej wariancji, do którego budowy wykorzystano również ten sam rodzaj informacji 
(równanie 16):
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Kolejna propozycja modelu GARCH(p, q), nazwana GARCH-HL i oznaczana w dalszej części pracy 
jako N21, została zaprezentowana poniżej:

                  

( )=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

⇒

=
=

=

>

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ssxcCaAf ssN
2,;,, μ  

( ) ( )( ) ( )( )=

=

k

k

s
sackcxsc

s
sackxack

eee
s

2

2

2

2

2

2
1

2
222

2
22

2

1 μμμμ

 
 ca 0 , cxa ,  

( )sss XCA ,,   

( )
( )>

ca
sscCaAxf

ssxcaf ssN
ACN

22
2 ,;,;

,;,,  

( ) ( )( ),1,;,,,,,;,,
2

1 2

5 2
5 kkxcagsskkxcag
s

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

s
sakckxsakck

esakckxkksskkxcag 2

2
1212

2
22

22
1221

2
21 24,,,;,,

( )sss XCA ,,

sss XCA ,,

  ( )ssACN 2,

( ) ( )ACN~ ,

( ) ( ) ( ) ( )222
1 14,086,086,0 sXXAAXCCsV sssssss  

 

<<

( )ttt hNX ,~| 1

( )tt hNX ,~|  

tt X

=
–

–

–
=

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

{ }
( )

{ }
( ) ( )( )

n

t
tttNN hxfL

1
,;lnmaxarglnmaxarg,,

( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21  

( ) ( )tttttt hACNXCA ,~|,,

ttt XCA ,,

ttt XCA ,,

1

( ) ( )( ) ( )( )ttt NXhACN ~|,~|

( ) ~|

( ) ( ) ( )222 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
itit hh

1

2
0  

{ }
( )

{ }
( )( )ttttACNACN hxcafL

,
,;,,lnmaxarglnmaxarg, ,

( ) ( )ttttt hACNXCA ,~|,, 1  

( )2tX  

ith 0

σ

σ σ∂

∂ ∂

σ
σ σσ

π

σ
σ

σσ

σ

π

∑
∞

∞–

=

=

k

k
∑
∞

∞–

– –
–

– – – – – – –

–

–

–

–

–

_

t 1_

_

+ +

– –+ +

– –
– – – – –

+

( )

μ

μ

ss 2, σ

s2σ

σ

μ

μ

μ

μ

μ

ε μ

μ

μ

( )thACN ,μ

μ

μ

μ

μ

tt h,μ

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω

ξ

ξ

Σ Σ

Σ

Σ

=

n

i 1
Σ

=

q

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

ε ξ

ξ

ξ ω ξ ,ω ξ
,ω ξ

ξ

ξ ξ

μ , 2ss σ

σ

μ

μ μ

μμ

ℑ

ℑ

^

^ ^ ^
φ ,,ω ξ φ

,,ω ξ φ ,,ω ξ φ
μ ,ω ξφ

ℑ

–t 1ℑ –t 1ℑ

–

–

– –

itihξ –

–

–

– –+

+ +

+ +

+

t 1ℑ

ℑ

ε

ε

it
2
–ε

t
2ε

^ ^

         (19)

      
 

( )=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

⇒

=
=

=

>

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ssxcCaAf ssN
2,;,, μ  

( ) ( )( ) ( )( )=

=

k

k

s
sackcxsc

s
sackxack

eee
s

2

2

2

2

2

2
1

2
222

2
22

2

1 μμμμ

 
 ca 0 , cxa ,  

( )sss XCA ,,   

( )
( )>

ca
sscCaAxf

ssxcaf ssN
ACN

22
2 ,;,;

,;,,  

( ) ( )( ),1,;,,,,,;,,
2

1 2

5 2
5 kkxcagsskkxcag
s

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

s
sakckxsakck

esakckxkksskkxcag 2

2
1212

2
22

22
1221

2
21 24,,,;,,

( )sss XCA ,,

sss XCA ,,

  ( )ssACN 2,

( ) ( )ACN~ ,

( ) ( ) ( ) ( )222
1 14,086,086,0 sXXAAXCCsV sssssss  

 

<<

( )ttt hNX ,~| 1

( )tt hNX ,~|  

tt X

=
–

–

–
=

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

{ }
( )

{ }
( ) ( )( )

n

t
tttNN hxfL

1
,;lnmaxarglnmaxarg,,

( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21  

( ) ( )tttttt hACNXCA ,~|,,

ttt XCA ,,

ttt XCA ,,

1

( ) ( )( ) ( )( )ttt NXhACN ~|,~|

( ) ~|

( ) ( ) ( )222 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
itit hh

1

2
0  

{ }
( )

{ }
( )( )ttttACNACN hxcafL

,
,;,,lnmaxarglnmaxarg, ,

( ) ( )ttttt hACNXCA ,~|,, 1  

( )2tX  

ith 0

σ

σ σ∂

∂ ∂

σ
σ σσ

π

σ
σ

σσ

σ

π

∑
∞

∞–

=

=

k

k
∑
∞

∞–

– –
–

– – – – – – –

–

–

–

–

–

_

t 1_

_

+ +

– –+ +

– –
– – – – –

+

( )

μ

μ

ss 2, σ

s2σ

σ

μ

μ

μ

μ

μ

ε μ

μ

μ

( )thACN ,μ

μ

μ

μ

μ

tt h,μ

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω

ξ

ξ

Σ Σ

Σ

Σ

=

n

i 1
Σ

=

q

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

ε ξ

ξ

ξ ω ξ ,ω ξ
,ω ξ

ξ

ξ ξ

μ , 2ss σ

σ

μ

μ μ

μμ

ℑ

ℑ

^

^ ^ ^
φ ,,ω ξ φ

,,ω ξ φ ,,ω ξ φ
μ ,ω ξφ

ℑ

–t 1ℑ –t 1ℑ

–

–

– –

itihξ –

–

–

– –+

+ +

+ +

+

t 1ℑ

ℑ

ε

ε

it
2
–ε

t
2ε

^ ^

          (20)

                      

( )=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

⇒

=
=

=

>

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ssxcCaAf ssN
2,;,, μ  

( ) ( )( ) ( )( )=

=

k

k

s
sackcxsc

s
sackxack

eee
s

2

2

2

2

2

2
1

2
222

2
22

2

1 μμμμ

 
 ca 0 , cxa ,  

( )sss XCA ,,   

( )
( )>

ca
sscCaAxf

ssxcaf ssN
ACN

22
2 ,;,;

,;,,  

( ) ( )( ),1,;,,,,,;,,
2

1 2

5 2
5 kkxcagsskkxcag
s

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

s
sakckxsakck

esakckxkksskkxcag 2

2
1212

2
22

22
1221

2
21 24,,,;,,

( )sss XCA ,,

sss XCA ,,

  ( )ssACN 2,

( ) ( )ACN~ ,

( ) ( ) ( ) ( )222
1 14,086,086,0 sXXAAXCCsV sssssss  

 

<<

( )ttt hNX ,~| 1

( )tt hNX ,~|  

tt X

=
–

–

–
=

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

{ }
( )

{ }
( ) ( )( )

n

t
tttNN hxfL

1
,;lnmaxarglnmaxarg,,

( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21  

( ) ( )tttttt hACNXCA ,~|,,

ttt XCA ,,

ttt XCA ,,

1

( ) ( )( ) ( )( )ttt NXhACN ~|,~|

( ) ~|

( ) ( ) ( )222 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
itit hh

1

2
0  

{ }
( )

{ }
( )( )ttttACNACN hxcafL

,
,;,,lnmaxarglnmaxarg, ,

( ) ( )ttttt hACNXCA ,~|,, 1  

( )2tX  

ith 0

σ

σ σ∂

∂ ∂

σ
σ σσ

π

σ
σ

σσ

σ

π

∑
∞

∞–

=

=

k

k
∑
∞

∞–

– –
–

– – – – – – –

–

–

–

–

–

_

t 1_

_

+ +

– –+ +

– –
– – – – –

+

( )

μ

μ

ss 2, σ

s2σ

σ

μ

μ

μ

μ

μ

ε μ

μ

μ

( )thACN ,μ

μ

μ

μ

μ

tt h,μ

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω

ξ

ξ

Σ Σ

Σ

Σ

=

n

i 1
Σ

=

q

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ

ε ξ

ξ

ξ ω ξ ,ω ξ
,ω ξ

ξ

ξ ξ

μ , 2ss σ

σ

μ

μ μ

μμ

ℑ

ℑ

^

^ ^ ^
φ ,,ω ξ φ

,,ω ξ φ ,,ω ξ φ
μ ,ω ξφ

ℑ

–t 1ℑ –t 1ℑ

–

–

– –

itihξ –

–

–

– –+

+ +

+ +

+

t 1ℑ

ℑ

ε

ε

it
2
–ε

t
2ε

^ ^

         (21)

 Parametry tego modelu mogą być estymowane za pomocą MNW na postawie funkcji wiarygodno-
ści konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknięcia oraz tradycyjnego 
estymatora dziennej wariancji opartego na podstawie cen zamknięcia (równanie 20):
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Równania (23−25) przedstawiają trzecią propozycję modelu GARCH(p, q). Postać tę nazwano 
GARCH z HLC i oznaczono w dalszej części pracy jako N12:
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(23)

                 (24)

                  
(25)

Parametry tego modelu można estymować na podstawie klasycznej funkcji wiarygodności, wyko-
rzystując wyłącznie ceny zamknięcia, oraz nowego estymatora dziennej wariancji konstruowanego na 
podstawie cen minimalnych, maksymalnych i zamknięcia (równanie 24):
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(26)          

 Zauważmy, że parametryzacje N12 i N22 są identyczne, a różnica między nimi wynika z zupełnie 
innej konstrukcji funkcji wiarygodności. W tabeli 1 zestawiono wszystkie zaprezentowane modele.
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Parametryzacja N22 różni się od klasycznej parametryzacji modelu GARCH N11 tym, że przy jej 
konstrukcji zastosowano informacje o cenach minimalnych i maksymalnych zarówno przy estymacji 
dziennej wariancji, jak i do określenia funkcji wiarygodności służącej do estymacji parametrów mode-
lu GARCH. Zasadniczą przyczyną tego, że w równaniach (16) i (24) zastosowano estymator dziennej 
wariancji określony w równaniu (10), jest jego ponadsiedmiokrotnie większa efektywność niż efektyw-
ność estymatora o postaci  
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 (Perczak, Fiszeder 2013). Można przypuszczać, że pozwoli to na 
uzyskanie dokładniejszego oszacowania wariancji i jej trafniejszych prognoz.

Parametryzacja N21 zasadniczo nie różni się od propozycji zawartej w pracy Lildholdta (2002), 
choć zawiera inną propozycję postaci funkcji  fACN. Wynika to z faktu, że Lildholdt jako punkt wyjścia 
do dalszych rozważań zastosował funkcję przedstawioną przez Coxa i Millera (1965, formuły 80−82,  
s. 222−223). W niniejszym opracowaniu postać funkcji przedstawionej w równaniu (7) została natomiast 
wyznaczona przez przekształcenie innej funkcji zawartej w tej pracy (formuła 78, s. 222). Uzyskana  
w ten sposób postać funkcji gęstości rozkładu łącznego wektora  

{ }
( ) ( )( )=

=

= =

=
= =

+

+ +

+ –––

–

= ttttACNACN hxcafL ,;,,lnmaxarg, lnmaxarg

( ) ( )tttt hACNXCA ,~|,,  

( ) ( ) ( )22 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
iit hh

1
0  

( ) ( )( )
n

ttNN hxfL ,;lnmaxarglnmaxarg

( )2ttX   

 ( )sss XCA ,,  

22N , 21N  i

i

 12N  

( )ttt XCA ,,  

22N , 21N 12N  

( ),IG   

+

–

– –

–

–

R +

+

R  

( )
2

exp
2

;
212

2
3

=

=

= =

=

xxxxf IG

( ) [ ]
iuiuX

IG eeEu
22

;

[ ]XE , [ ]
3XVar

( ) ( )ssIGsXIGX ,~~  ( ) ( )ssIGXIGsX ,~,~  

( ),,,NIG   

+R , << ,   

),(~| WWNWX

( ),~ IGW

22=

( ) ( ) =+ dwwfwwxfxf IGNNIG ,;),;(,,,;
0

 

 
( )

( )+

+

122
K

x

e x

 

gdzie 

oraz

( ) 1 1
2
1exp

2
1 dy

y
yzyzK  

( ) [ ]
( )+ +–– 22

,,,;
iuuiiuX

IG eeEu

[ ] +

– –
+ +

XE , [ ] 3

2

XVar  

[ ]
[ ][ ]

[ ]

3
23

3

XVar
XEXEXA , [ ]

[ ][ ]

[ ]
4133

2

2

4

XVar
XEXEXK

 

( ) bb
bb

NIGbXNIGX ,,,~,,,~

22
,,

( ),,,NIG

( )

+

+

+
–

12

1

; K
x

exf

x

NIG

[ ]XE , [ ] 3

22

=XVar  

i 

[ ]
3XA , [ ] 4133

2

+

+

+

+

+

+XK

+R , , , , )1,0(~ NZ  i ( ),~ IGW  

ZWWWX |

),( WWN

( ),,,;~ xNIGX 22

s

( )ssIG ,

s s,BYYYX s ++

+

|)( , 

dla 

( )IGY ~  

( )N ,~

~ ( ),sIGsY

sYW =

( )ssNIGX s
s ,~)(

)(sX

)(

0
min s

ss XA
<

)(

0
max s

ss XC
< ≤

≤

sX : = )(s
sX

( )>

>

≤

≤

≤

scCaAxf ssNIG ,;,;  

 
( ) ( )+

–

–

– – –

–

–

–

–

–
–

–––

–

> )(,;,;,, ysdysfysysxcCaAf IGssN  

 
( ) ( ) )(=

=

+ +k

k

ssx KKse 111

gdzie: ( )( )21 2 xack= , ( )( )22 22 xackc= , ( ) 2222 xxs=

( )sss XCA ,,

( )
( )

==
ca
cCaAxf

ssxcaf ssNIG
ACNIG

;,;
,,,;,,

2

 

( ) ( ) ==

=

)(,;,;,, sydssyfsysysxcaf IGACN  

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

+ ssx KKesk
2

122

2
3

11
1

22

34 μ

( )

( )
( )

( )

ek
2

2

2
2

2
32

1
 

 
1 , 2 ,   

( )sss XCA ,,   

( ) ( )sACNIGXCA sss ,,,~,,  

( )sACNIG ,   

22
,, ===

)(sX

( ) ( )ACNIGXCA sss ~,,

XCA sss ,,( ) ( )ACNIG~

( ) ( ) ( )WWACNWXCAssIGYsYW sss ,~|,,,~ +=  

( ) ( )ACNIGXCA sss ~,,  

( ) ( ) sYsYXAAXCCE ssssss =+ ]|[

^ ^ω

ε

2
tε

ξ

, ,^ ^ω ξ ,ω ξω ξ

ξ

,ω

ω ω

ξ ,ω ξ
,ω ξ

{ },ω ξ { },ω ξ

{ },ω ξ =

n

t 1
Σ

Σ

Σ
=t 1

p

i 1
Σ

μ

μ

μ

μ

μ

–

– –

t 1ℑ

δ

∈ ∈δ

γ

,δ δδ

δ

δ
π

γ

,δ

δ δ

γ

,δ

δ

δ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ

2δ
π

λ

μ

μ

α

α α α

β

β

β

β β

β

β

β

β

ββ

β

β

β

ββ

β

α

α

α

αα

α α

α

α

α

α

α

α α

β

δ δγ

γ

γ

γ γ

γ γ

γ

γ γ

γ

γ

(
( )

)
φ

⇔

∈

R∈

+R∈–

+

–

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

= =

=

=

=

= –

–

= = =

=

=

∞

μ

μ μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

,,, δ

δ δ

δ

δ

δ

δ

δ

ττ

YX s |)(
τ

τ

τ τ

ττ

ττ

Yτ

δ

δ
δ

β

β

ββ

β

β

β

ββ

β

Yτβ

β

α

α

α

α α

α

α

α αμ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

sμ

sμ

sμ

μ

μ

μ

τμ

μ

μ

μ

μ

μ

δ γ

γ

_

_

_

( )+

+

2x μ_

_

(

(
( )

( ))
)

∫

0

∞

∫

γ

γ δγ

γ

γ

γ

( ( ))

(

(

(

( )

)

)

)

+
2

1 x –
δ
μ( ) )

)

(

(

π

γ

γ γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

∈ +R∈ +R∈ R∈

+R∈

,, δβα

,, δ

sδ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ

β

β

β

β

–( )+ ssx μ γ

γ

γ

δβ

β

β

β

α

α

α

α
α α

α

α

sk24 δ

δ

α

α

π

π

ss,,, μδβα

α θ

θ θ

ϑ

+1θ ϑ

ϑ

ϑ ϑ
ϑ

ϑ

+

+ +

+

+

+

+

+

+

( )K 22 +

+

2θ

θ

αθ

θ θ

θ θ

ϑθ
ϑθ

( )K 21 α ϑ

ϑ

+θ

2 ϑ+

–

θ

1 ϑ+θ
θ

3θ

1

1 ϑ+θ

ϑ

+2α θ ϑ

=

=

==

=

=

0

∞

∞

∞

∫

0

∞

∫

π Σ

–

=

=

k

k

∞

∞
Σ

–

=

=

k

k

∞

∞
Σ

( )

∂

∂ ∂

(
(

)
)

sμ

s,,, β

β ββ

τ

)(sX τ

δ

sδsδ

α

αα α

μ

s,s,, β δα μ

s,s,, β

β

δ

δ

α μ

s,s,, β δα μ

sμ∧ ∧

⇓

– –

 jest dużo prostsza. Jak za-
znaczono, założenia przyjęte w modelach N22, N21 i  N12 są silniejsze od tych, które przyjęto dla modelu 
N11. Poza warunkową normalnością rozkładu składnika losowego Xt (przyjętą również w modelu N11) 
wymagane jest, aby  
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 miał rozkład  ACN. Nie oznacza to jednak, że proces śróddziennych 
stóp zwrotu musi być arytmetycznym ruchem Browna, mimo że założenie to było punktem wyjścia do 
wyprowadzenia formuły gęstości funkcji fACN . 

Ponadto modele N22, N21 i  N12 są oszczędnie sparametryzowane. Nie zostały do nich wprowadzone 
żadne dodatkowe parametry wymagające oszacowania w stosunku do modelu N11.

4. Rozkład NIG oraz proces BIG

4.1. Charakterystyka rozkładu IG

Zmienna losowa X  ma rozkład odwrotny gaussowski oznaczany jako  
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, jeżeli jej gęstość rozkładu prawdopodobieństwa określona dla x > 0  
ma następującą postać (por. Barndorff-Nielsen 1997, s. 2, równanie 2.5):
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.
 Wartość oczekiwana i wariancja są zatem równe odpowiednio:
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 Łatwo także sprawdzić, że dla dowolnej dodatniej stałej s  zachodzą równoważności:
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4.2. Charakterystyka rozkładu NIG

Zmienna losowa X ma rozkład 
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prawdopodobieństwa tej zmiennej ma zatem postać:
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gdzie α i β są parametrami kształtu, a δ i μ, to, odpowiednio, parametry skali i położenia (por. Jensen, 
Lunde 2001, s. 324). 

 Rozkład NIG został zaproponowany przez Barndorffa-Nielsena (1995). Jest to szczególny przypadek 
tzw. uogólnionego rozkładu hiperbolicznego (Barndorff-Nielsen 1977). Więcej informacji na temat roz-
kładu NIG można znaleźć np. w pracy Schlössera (2011, s. 129−135).

Funkcja charakterystyczna zmiennej X o rozkładzie NIG opisana jest wzorem: 
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Wartość oczekiwana i wariancja równe są odpowiednio:
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Współczynniki asymetrii i koncentracji dane są natomiast następującymi formułami:
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(32)

 
 Dodatnia wartość współczynnika asymetrii wskazuje na prawostronną skośność rozkładu, nato-

miast wartości współczynnika koncentracji większe od 3 informują o podwyższonej, w stosunku do 
rozkładu normalnego, kurtozie rozkładu. 

Przez odpowiednie przekształcenie funkcji charakterystycznej rozkładu NIG można pokazać, że 
dla stałego b > 0  zachodzi:

                 (33)
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G. Perczak, P. Fiszeder116

W niniejszej pracy wygodniej będzie zastosować nieco inną parametryzację zaprezentowaną 
np. w artykułach Barndorffa-Nielsena (1997, s. 2) oraz Jensena i Lunde’a (2001, s. 324). Podstawiając: 

{ }
( ) ( )( )=

=

= =

=
= =

+

+ +

+ –––

–

= ttttACNACN hxcafL ,;,,lnmaxarg, lnmaxarg

( ) ( )tttt hACNXCA ,~|,,  

( ) ( ) ( )22 14,086,086,0 tttttttt XXAAXCC  

iti

q

i
iit hh

1
0  

( ) ( )( )
n

ttNN hxfL ,;lnmaxarglnmaxarg

( )2ttX   

 ( )sss XCA ,,  

22N , 21N  i

i

 12N  

( )ttt XCA ,,  

22N , 21N 12N  

( ),IG   

+

–

– –

–

–

R +

+

R  

( )
2

exp
2

;
212

2
3

=

=

= =

=

xxxxf IG

( ) [ ]
iuiuX

IG eeEu
22

;

[ ]XE , [ ]
3XVar

( ) ( )ssIGsXIGX ,~~  ( ) ( )ssIGXIGsX ,~,~  

( ),,,NIG   

+R , << ,   

),(~| WWNWX

( ),~ IGW

22=

( ) ( ) =+ dwwfwwxfxf IGNNIG ,;),;(,,,;
0

 

 
( )

( )+

+

122
K

x

e x

 

gdzie 

oraz

( ) 1 1
2
1exp

2
1 dy

y
yzyzK  

( ) [ ]
( )+ +–– 22

,,,;
iuuiiuX

IG eeEu

[ ] +

– –
+ +

XE , [ ] 3

2

XVar  

[ ]
[ ][ ]

[ ]

3
23

3

XVar
XEXEXA , [ ]

[ ][ ]

[ ]
4133

2

2

4

XVar
XEXEXK

 

( ) bb
bb

NIGbXNIGX ,,,~,,,~

22
,,

( ),,,NIG

( )

+

+

+
–

12

1

; K
x

exf

x

NIG

[ ]XE , [ ] 3

22

=XVar  

i 

[ ]
3XA , [ ] 4133

2

+

+

+

+

+

+XK

+R , , , , )1,0(~ NZ  i ( ),~ IGW  

ZWWWX |

),( WWN

( ),,,;~ xNIGX 22

s

( )ssIG ,

s s,BYYYX s ++

+

|)( , 

dla 

( )IGY ~  

( )N ,~

~ ( ),sIGsY

sYW =

( )ssNIGX s
s ,~)(

)(sX

)(

0
min s

ss XA
<

)(

0
max s

ss XC
< ≤

≤

sX : = )(s
sX

( )>

>

≤

≤

≤

scCaAxf ssNIG ,;,;  

 
( ) ( )+

–

–

– – –

–

–

–

–

–
–

–––

–

> )(,;,;,, ysdysfysysxcCaAf IGssN  

 
( ) ( ) )(=

=

+ +k

k

ssx KKse 111

gdzie: ( )( )21 2 xack= , ( )( )22 22 xackc= , ( ) 2222 xxs=

( )sss XCA ,,

( )
( )

==
ca
cCaAxf

ssxcaf ssNIG
ACNIG

;,;
,,,;,,

2

 

( ) ( ) ==

=

)(,;,;,, sydssyfsysysxcaf IGACN  

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

+ ssx KKesk
2

122

2
3

11
1

22

34 μ

( )

( )
( )

( )

ek
2

2

2
2

2
32

1
 

 
1 , 2 ,   

( )sss XCA ,,   

( ) ( )sACNIGXCA sss ,,,~,,  

( )sACNIG ,   

22
,, ===

)(sX

( ) ( )ACNIGXCA sss ~,,

XCA sss ,,( ) ( )ACNIG~

( ) ( ) ( )WWACNWXCAssIGYsYW sss ,~|,,,~ +=  

( ) ( )ACNIGXCA sss ~,,  

( ) ( ) sYsYXAAXCCE ssssss =+ ]|[

^ ^ω

ε

2
tε

ξ

, ,^ ^ω ξ ,ω ξω ξ

ξ

,ω

ω ω

ξ ,ω ξ
,ω ξ

{ },ω ξ { },ω ξ

{ },ω ξ =

n

t 1
Σ

Σ

Σ
=t 1

p

i 1
Σ

μ

μ

μ

μ

μ

–

– –

t 1ℑ

δ

∈ ∈δ

γ

,δ δδ

δ

δ
π

γ

,δ

δ δ

γ

,δ

δ

δ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ

2δ
π

λ

μ

μ

α

α α α

β

β

β

β β

β

β

β

β

ββ

β

β

β

ββ

β

α

α

α

αα

α α

α

α

α

α

α

α α

β

δ δγ

γ

γ

γ γ

γ γ

γ

γ γ

γ

γ

(
( )

)
φ

⇔

∈

R∈

+R∈–

+

–

=

=

=

=

=

=

= =

=

=

= =

=

=

=

= –

–

= = =

=

=

∞

μ

μ μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

,,, δ

δ δ

δ

δ

δ

δ

δ

ττ

YX s |)(
τ

τ

τ τ

ττ

ττ

Yτ

δ

δ
δ

β

β

ββ

β

β

β

ββ

β

Yτβ

β

α

α

α

α α

α

α

α αμ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

sμ

sμ

sμ

μ

μ

μ

τμ

μ

μ

μ

μ

μ

δ γ

γ

_

_

_

( )+

+

2x μ_

_

(

(
( )

( ))
)

∫

0

∞

∫

γ

γ δγ

γ

γ

γ

( ( ))

(

(

(

( )

)

)

)

+
2

1 x –
δ
μ( ) )

)

(

(

π

γ

γ γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

∈ +R∈ +R∈ R∈

+R∈

,, δβα

,, δ

sδ

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ

β

β

β

β

–( )+ ssx μ γ

γ

γ

δβ

β

β

β

α

α

α

α
α α

α

α

sk24 δ

δ

α

α

π

π

ss,,, μδβα

α θ

θ θ

ϑ

+1θ ϑ

ϑ

ϑ ϑ
ϑ

ϑ

+

+ +

+

+

+

+

+

+

( )K 22 +

+

2θ

θ

αθ

θ θ

θ θ

ϑθ
ϑθ

( )K 21 α ϑ

ϑ

+θ

2 ϑ+

–

θ

1 ϑ+θ
θ

3θ

1

1 ϑ+θ

ϑ

+2α θ ϑ

=

=

==

=

=

0

∞

∞

∞

∫

0

∞

∫

π Σ

–

=

=

k

k

∞

∞
Σ

–

=

=

k

k

∞

∞
Σ

( )

∂

∂ ∂

(
(

)
)

sμ

s,,, β

β ββ

τ

)(sX τ

δ

sδsδ

α

αα α

μ

s,s,, β δα μ

s,s,, β

β

δ

δ

α μ

s,s,, β δα μ

sμ∧ ∧

⇓

– –

, uzyskuje się parametry kształtu, które są niezmiennicze przy zmia-
nie parametrów położenia i skali (ang. invariant under location-scale changes). Zmienna losowa X ma 
rozkład 
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, jeśli jej funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa dana jest formułą:
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Wartość oczekiwana i wariancja tej zmiennej dane są, odpowiednio, formułami:
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 nato-
miast Bτ będzie standardowym procesem Wienera. Dla procesu opisanego równaniem:
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 zostanie nazwany procesem BIG (ang. Brownian inverse Gaussian). Jego specyfikacja 
jest modyfikacją procesu opisanego przez Ventera, de Jongha i Griebenowa (2006, s. 102, wzór 6).
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4.4. Gęstość rozkładu łącznego stóp zwrotu minimum, maksimum i wartości  
końcowej procesu BIG
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Korzystając ze wzoru (38) lub (8), można wyznaczyć gęstość rozkładu łącznego wektora zmiennych 
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 wykorzystuje się w równaniu (38).
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 będzie miał rozkład oznaczony jako ACNIG, tj. 
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, jeżeli jego gęstość będzie określona równaniem (39).
Podobnie jak w przypadku rozkładu NIG można określić dla rozkładu ACNIG  

alternatywną parametryzację 
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. Wymaga to dokonania stosunkowo prostych przekształceń wzoru (39).
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4.5. E stymacja w ariancji p rocesu B IG n a pod stawie s tóp zw rotu m inimum, 
maksimum i wartości końcowej
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 Estymator Rogersa-Satchella (1991) jest nieobciążonym estymatorem wariancji ruchu Browna: 
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Estymator o postaci:
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( ) ( ) sYsYXAAXCCE ssssss =+–

– – – –

–––

–

–

– –

–

–

– ]|[

E[Cs Cs Xs( ) As As Xs( )]= E[E[Cs Cs Xs( )++ As As Xs( ) | sY ]]= E[sY δ
γ

]= s

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ssssssssssss XAAXCCXAAXCCsV +=

=

+= 2

2

2

2

2 )(

[ ]sXVarssssVE ===

≤

3

222

3

2

2

2

2 )]([

)(1 sV

)(2 sV

X  s

μ

μ

,,,~|
2/3

1 ttt hNIGX

ttt hX=  

=
= =

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

γ

γ

ε

εω ω ξΣ Σ

α β

β

α

α

τ

γ

ℑ
γ

τ

γ

γ γ

α
γ
α

α δ δ δα α

( )

+ +

= ωω ω ω ξ ξ ξξ ( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21=  

ma zatem wartość oczekiwaną równą:
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W punkcie 3.1 przedstawiono estymator wariancji ruchu Browna
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, który zastosowano w pa-
rametryzacjach modeli N12 i  N22. Estymator

( ) ( ) sYsYXAAXCCE ssssss =+–

– – – –

–––

–

–

– –

–

–

– ]|[

E[Cs Cs Xs( ) As As Xs( )]= E[E[Cs Cs Xs( )++ As As Xs( ) | sY ]]= E[sY δ
γ

]= s

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ssssssssssss XAAXCCXAAXCCsV +=

=

+= 2

2

2

2

2 )(

[ ]sXVarssssVE ===

≤

3

222

3

2

2

2

2 )]([

)(1 sV

)(2 sV

X  s

μ

μ

,,,~|
2/3

1 ttt hNIGX

ttt hX=  

=
= =

p

i
iti

q

i
itit hh

11

2
0  

γ

γ

ε

εω ω ξΣ Σ

α β

β

α

α

τ

γ

ℑ
γ

τ

γ

γ γ

α
γ
α

α δ δ δα α

( )

+ +

= ωω ω ω ξ ξ ξξ ( )q...,,, 10 , ( )p...,,, 21=  

 jest estymatorem wariancji procesu śróddzien-
nych stóp zwrotu 
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. Zostanie on wykorzystany do  konstrukcji nowych parametryzacji modeli  
w piątej części pracy.  
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5. M odel G ARCH z w arunkowym r ozkładem N IG s kładnika l osowego 
konstruowany na podstawie rozszerzonego zbioru danych

5.1. Model NIG-S&ARCH

Model NIG-S&ARCH (ang. NIG stochastic and autoregressive conditional heteroskedasticity) został wpro-
wadzony przez Jensena i Lundego, (2001). Jego postać uzupełnioną równaniem autoregresyjnym oraz 
ogólną specyfikację modelu GARCH można przedstawić w formie następujących równań:
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 Parametry tego modelu mogą być estymowane za pomocą MNW na podstawie funkcji wiarygod-

ności z wykorzystaniem wyłącznie cen zamknięcia:
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Model ten w dalszej części pracy będzie określany jako S&GARCH-NIG i oznaczany NIG11.

5.2. Propozycje procedur estymacji parametrów modelu S&GARCH-NIG

Przedstawione w tym punkcie parametryzacje modeli zostały zaproponowane w pracy Perczak (2013). 
Tak jak w przypadku przedstawionych w części trzeciej parametryzacji modeli Mij, do nowych parame-
tryzacji modelu S&GARCH-NIG zostaną wykorzystane dodatkowe informacje o cenach minimalnych 
i maksymalnych. W pierwszej kolejności przyjęto, że:



G. Perczak, P. Fiszeder120

  

( ) μ,,,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA  dla nt1  

( ) μ,,,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA

( ) ( )( )ttttttt XAAXCC +_

__

_= 2

2
2  

==
++

– –

=
p

i
iti

q

itit hh
1i 1

2
0  

{ }

( )==

=

,,,lnmaxarg,,,
,,,

ACNIGL  

{ }
( )ttttACNIG hxcaf

2/3

,,,
,,,

,

;,,lnmaxarg μ

( ) μ

μ

,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA

2

2 = tttt hX  

++= itiitit hh 2
0  

{ }

( )==

=

lnmaxarg
,,,,

ACNIGL  

}
( )ttttACNIG hxcaf

2/3

,,;,,lnmaxarg μ

( ) μ,,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA

( ) ( )( )ttttttt XAAXCC +– –= 2

2
2  

++ itith
2

0

( )= ttNIG hxf
2/3

,,,,;lnmaxarg μ

2= , 0=   

ℑ

ℑ

γ
β ≤ ≤α

α

γ

γ

γ

ξ

ξ

ε

β

β

α

α

α

βα α

γ

γ

β

β

α
α

α

γ
α

γ

γ

α

α

ΣΣ

=

n

i 1
Σ

α

(
(

)
)

ω ω

ω

ω ω

ξω

ξβα ω
ξβα ω

ε

(
(

(

)
)

)

(

(

(

)

)

)

ℑ

ε

ε
=

q

i 1
Σ

=

n

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ ξ

,,

,

, ξβα

βα

, βα

ω ,,, ξβα ω

,ξω

ξ ϕβα ω

,,, ξβα ω

ℑ

ε

=ω ω ε
=

q

i 1
Σ

=

n

i 1
Σ

itih  
=

p

i 1
Σ ξ

 

{ }

( )== lnmaxarg
,,,,

NIGL  ,,, ξβα ω ,,, ξβα ω

ξω

ξβα ω

{ },,,, ξβα ω

γ
α

β

β

α

α ∞→

δ σα

  
 Wykorzystanie dodatkowych informacji będzie przebiegać w dwóch niezależnych kierunkach: 
 1) zostanie zastosowany estymator dziennej wariancji przedstawiony w równaniu (42), który jest 

efektywniejszy niż kwadrat dziennej stopy zwrotu obliczonej na podstawie cen zamknięcia, 
 2) parametry modelu będą estymowane za pomocą MNW na podstawie funkcji wiarygodności 

konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknięcia.
Pierwszą propozycją jest model, który zostanie nazwany S&GARCH-HL-NIG z HLC. Będzie on 

oznaczany w dalszej części pracy jako NIG22:
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(48)

                
 (49) 

                 (50)

Parametry tego modelu mogą być estymowane za pomocą MNW na podstawie funkcji wiarygod-
ności konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknięcia oraz nowego 
estymatora dziennej wariancji przedstawionego w równaniu (42):
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Poniżej zaprezentowano kolejną parametryzację modelu, nazwaną S&GARCH-HL-NIG i oznaczoną  

w dalszej części pracy jako NIG21:

                 (52)
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 Parametry tego modelu mogą być estymowane na podstawie funkcji wiarygodności:
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W tym modelu parametry estymuje się na podstawie funkcji wiarygodności, do której skonstru-
owania wykorzystano ceny minimalne, maksymalne i zamknięcia. Z kolei składnik losowy wyznaczono  
tak jak w pracy Jensena i Lundego (2001).

Czwartą propozycję modelu, nazwaną S&GARCH-NIG z HLC i oznaczoną w dalszej części pracy 
jako NIG12, przedstawiają poniższe równania:

       

( ) μ,,,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA  dla nt1  

( ) μ,,,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA

( ) ( )( )ttttttt XAAXCC +_

__

_= 2

2
2  

==
++

– –

=
p

i
iti

q

itit hh
1i 1

2
0  

{ }

( )==

=

,,,lnmaxarg,,,
,,,

ACNIGL  

{ }
( )ttttACNIG hxcaf

2/3

,,,
,,,

,

;,,lnmaxarg μ

( ) μ

μ

,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA

2

2 = tttt hX  

++= itiitit hh 2
0  

{ }

( )==

=

lnmaxarg
,,,,

ACNIGL  

}
( )ttttACNIG hxcaf

2/3

,,;,,lnmaxarg μ

( ) μ,,~|,,
2/3

1 ttttt hACNIGXCA

( ) ( )( )ttttttt XAAXCC +– –= 2

2
2  

++ itith
2

0

( )= ttNIG hxf
2/3

,,,,;lnmaxarg μ

2= , 0=   

ℑ

ℑ

γ
β ≤ ≤α

α

γ

γ

γ

ξ

ξ

ε

β

β

α

α

α

βα α

γ

γ

β

β

α
α

α

γ
α

γ

γ

α

α

ΣΣ

=

n

i 1
Σ

α

(
(

)
)

ω ω

ω

ω ω

ξω

ξβα ω
ξβα ω

ε

(
(

(

)
)

)

(

(

(

)

)

)

ℑ

ε

ε
=

q

i 1
Σ

=

n

i 1
Σ

=

p

i 1
Σ ξ

,,

,

, ξβα

βα

, βα

ω ,,, ξβα ω

,ξω

ξ ϕβα ω

,,, ξβα ω

ℑ

ε

=ω ω ε
=

q

i 1
Σ

=

n

i 1
Σ

itih  
=

p

i 1
Σ ξ

 

{ }

( )== lnmaxarg
,,,,

NIGL  ,,, ξβα ω ,,, ξβα ω

ξω

ξβα ω

{ },,,, ξβα ω

γ
α

β

β

α

α ∞→

δ σα

 
               

  (56)

                 (57)

                 (58)

Parametry tego modelu mogą być estymowane za pomocą MNW na podstawie funkcji wiarygod-
ności z wykorzystaniem cen zamknięcia oraz nowego estymatora dziennej wariancji przedstawionego 
w równaniu (42):
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Zauważmy, że parametryzacje NIG12 i  NIG22 są identyczne, a różnica między nimi wynika  

z zupełnie innej konstrukcji funkcji wiarygodności. 
 Jak wspomniano, modele NIG12 i  NIG22 zostały zbudowane na podstawie estymatora, który jest 

modyfikacją estymatora Rogersa i Satchella. W modelach NIG12 i NIG22 wykorzystano natomiast esty-
mator zaprezentowany w równaniu (10), będący efektywniejszym estymatorem wariancji arytmetycz-
nego ruchu Browna. Gdyby estymator Rogersa i Satchella został zastosowany w modelach Nij wówczas 
z własności rozkładu NIG wynika, że dla  
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noważne modelom Nij . Oznacza to, że modele NIGij nie stanowią odrębnej klasy, lecz są uogólnieniami 
odpowiednich modeli Nij.
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Podobnie jak w przypadku analizy ruchu Browna przeprowadzonej w części trzeciej, parametry-
zacja NIG22 różni się od parametryzacji modelu NIG11 tym, że ceny minimalne i maksymalne zosta-
ły wykorzystane do konstrukcji zarówno estymatora dziennej wariancji, jak i funkcji wiarygodności 
służącej do estymacji parametrów modelu GARCH. Zestawienie wszystkich modeli przedstawionych  
w opracowaniu zawiera tabela 1.

W modelach NIG22, NIG21 i NIG12 przyjęto, że stopy zwrotu minimum, maksimum i wartości koń-
cowej mają łączny rozkład ACNIG. Nie wprowadzono żadnych dodatkowych założeń dotyczących śród-
dziennych zmian stóp zwrotu. W szczególności śróddzienna stopa zwrotu nie musi być zmienną losową, 
której rozkład jest mieszaniną dwóch rozkładów. Jest to osłabienie założeń w stosunku do tych, które 
przyjęto w pracy Ventera, de Jongha i Griebenowa (2005).

Ponadto modele NIG22, NIG21 i NIG12 są oszczędnie sparametryzowane i nie zostały do nich wpro-
wadzone żadne dodatkowe parametry w stosunku do modelu NIG11.

6. Analiza zmienności zwrotów z indeksu WIG20 i kursu EUR/PLN

6.1. Zarys badania

Przedstawione w pracy propozycje parametryzacji modeli GARCH zastosowano do szacowania zmien-
ności zwrotów z indeksu rynku akcji WIG20 notowanego na GPW w Warszawie oraz kursu walutowe-
go EUR/PLN notowanego na międzynarodowym rynku walutowym FOREX (dane pochodziły z agen-
cji Bloomberg). Analizę przeprowadzono dla okresu od 30 września 2002 r. do 28 września 2012 r.,  
w którym obserwowano zarówno hossę, jak i bessę, a także, co istotne, kryzys finansowy. Długości bada-
nych szeregów czasowych stóp zwrotu wynosiły 2513 dla indeksu WIG20 oraz 2571 dla kursu EUR/PLN.

Powszechnie dostępne dane rynkowe zawierające szeregi czasowe z cenami: otwarcia, mini-
mum, maksimum i zamknięcia, są nieco inaczej określone, niż przyjęto w punkcie 2.2. W szcze-
gólności cena otwarcia w dniu bieżącym jest na ogół różna od ceny zamknięcia z poprzednie-
go dnia (występują tzw. nocne stopy zwrotu). Z tego powodu dokonano redefinicji zmiennych: 
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wektory dziennych stóp zwrotu: 
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W badaniu zastosowano osiem parametryzacji modeli GARCH przedstawionych w  trzeciej i piątej 

części: N11,  N12,  N21, N22,  NIG11, NIG12, NIG21,  NIG22. Do estymacji parametrów modeli zastosowano 
metodę największej wiarygodności. Logarytmy funkcji wiarygodności ln LN i ln LNIG  zbudowane wy-
łącznie na podstawie cen zamknięcia zostały oznaczone jako ln L1, a funkcje ln LACN i ln LACNIG,  które 
były konstruowane dla wektorów losowych, oznaczono jako ln L2. Parametry modeli N11,  N12, NIG11, 
NIG12, estymowano, maksymalizując logarytm funkcji wiarygodności ln L1. Do celów informacyj-
nych podano jednak także wartości ln L2 (tj. ln LACN w przypadku N11 i  N12  oraz ln LACNIG  dla modeli 
NIG11 i NIG12). Również parametry modeli N21,  N22, NIG21, NIG22 szacowano, maksymalizując wartości  
ln L2. Podano również wartości ln L1:  ln LN w przypadku N21 i N22 oraz ln LNIG dla modeli NIG21  
i NIG22). Miara ln L2 zawiera więcej istotnych informacji na temat kształtowania się cen instrumentu 
finansowego, gdyż ceny minimalne i maksymalne są z pewnością ważnymi informacjami z punktu wi-
dzenia pomiaru zmienności (por. Parkinson 1980; Rogers, Satchell 1991). Można zatem przypuszczać, 
że jest bardziej wiarygodną miarą oceny jakości danego modelu. 
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Dodatkowo w przypadku każdego modelu badano również wartości kryterium informacyjnego 
Schwarza, obliczone dla obu funkcji wiarygodności, oraz wartości statystyki Riversa i Vuonga (2002), 
oznaczanej dalej jako RV. Test ten pozwala na weryfikację hipotezy o asymptotycznej równości warto-
ści funkcji wiarygodności dwóch niezagnieżdżonych modeli. Jest on rozszerzeniem testu Vuonga (1989) 
i może być stosowany między innymi w przypadku modeli szeregów czasowych. Dokonano również 
oceny jakości przedstawionych modeli dla cen zamknięcia, stosując wybrane testy statystyczne: test  
autokorelacji Ljunga i Boxa, test efektu ARCH Engle’a oraz test zgodności Andersona i Darlinga.   
Zarówno dla indeksu WIG20, jak i dla kursu walutowego nie zaobserwowano istotnej statystycznie au-
tokorelacji składnika losowego (wyjątkiem jest model NIG22 dla kursu EUR/PLN). W przypadku obu 
szeregów czasowych przyjęto rzędy opóźnień w modelach GARCH równe jeden. Dla indeksu WIG20 
we wszystkich modelach poza N22 występował istotny statystycznie efekt ARCH składnika losowego.  
Z kolei w przypadku kursu EUR/PLN efekt taki występował w modelach, w których zastosowano nowe 
estymatory dziennych wariancji. W obu przypadkach modele o wyższych rzędach opóźnień były zdecy-
dowanie odrzucane ze względu na mniejsze wartości funkcji wiarygodności ln L2 oraz większe wartości 
kryterium informacyjnego Schwarza i dlatego zostały pominięte w dalszej prezentacji. Wyniki estyma-
cji zaprezentowano w tabelach 2 i 3, odpowiednio dla indeksu WIG20 oraz kursu EUR/PLN.

Jak można było przypuszczać, hipoteza zakładająca normalność rozkładów warunkowych została 
odrzucona na podstawie wyników testu Andersona i Darlinga dla wszystkich modeli Nij. Z kolei hipo-
teza zakładająca warunkowy rozkład NIG nie została odrzucona tylko dla modeli N11 (oba szeregi) oraz 
N12 (indeks WIG20). 

Wszystkie obliczenia wykonano za pomocą samodzielnie napisanych kodów źródłowych w języku 
C++, wykorzystując bibliotekę obliczeń numerycznych GSL (http://www.gnu.org/software/gsl/). 

6.2. Wnioski z badania empirycznego

Wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych w procesie estymacji parametrów 
modelu GARCH, bez zwiększenia jego parametryzacji, poprawia jakość modelu mierzoną wartością 
funkcji wiarygodności. Według testu RV zarówno dla indeksu WIG20, jak i kursu EUR/PLN wartości 
funkcji wiarygodności ln L2 modeli N12,  N21, N22 są istotnie większe od wartości dla modelu N11. Ta-
kie same zależności występują w modelach klasy NIGij,  z wyjątkiem modelu NIG12 dla indeksu WIG20.  
We wszystkich przypadkach najbardziej zaawansowane modele, wykorzystujące dane o cenach mini-
malnych i maksymalnych zarówno do konstrukcji funkcji wiarygodności, jak i do estymacji dziennej 
wariancji, czyli modele  N22 i NIG22 mają dużą przewagę nad modelami N11 i NIG11.

Zastosowanie estymatorów dziennej wariancji (równanie (10) dla modeli Nij oraz (42) dla mode-
li  NIGij), konstruowanych na podstawie danych o cenach minimalnych i maksymalnych dla kursu  
EUR/PLN, zwiększa wartości ln L2. Znaczy to, że wartość funkcji wiarygodności ln L2 jest wyższa w mo-
delu  N12 niż w modelu N11, w N22 jest wyższa niż N21, w NIG12 jest wyższa niż NIG11, a w NIG22 jest wyż-
sza niż w NIG21. Wzrost funkcji wiarygodności dla każdej z przedstawionych czterech relacji jest istot-
ny statystycznie, na co wskazują oceny statystyki RV, wynoszące odpowiednio: -5,9560; -6,8120; -5,9864  
i -8,0456. W przypadku indeksu WIG20 tylko model N12 ma istotnie wyższą wartość funkcji wiarygodno-
ści ln L2 niż w modelu N11 (wartość testu RV jest równa -2,0713). Zmiany ln L2 dla pozostałych trzech par 
modeli nie są istotne statystycznie (oceny statystyki RV wynoszą odpowiednio: -0,9486; -0,0506 i 1,1548).
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Poprawa jakości modelu wynikająca z zastosowania rozkładu NIG, czyli rozkładu o grubszych ogo-
nach niż w rozkładzie normalnym, jako warunkowego rozkładu składnika losowego jest większa niż  
w przypadku miary ln L2. Oszacowano również parametry modelu GARCH z warunkowym skośnym 
rozkładem t Studenta składnika losowego na podstawie szeregu czasowego zawierającego wyłącz-
nie ceny zamknięcia. W przypadku indeksu WIG20 dla modelu GARCH(1,1) uzyskano wartość funk-
cji wiarygodności ln L1 równą 7128,16, czyli niższą niż w przypadku modelu NIG11. Z kolei w modelu 
GARCH(1,1) dla kursu EUR/PLN wynosiła ona 9607,033, czyli nieznacznie więcej niż w modelu NIG11. 
Szczegółowe wyniki estymacji zostały pominięte w tabelach.

Powyższe wnioski zostały również potwierdzone przez wartości kryterium informacyjnego Schwarza.
Zastosowanie danych o cenach minimalnych i maksymalnych do budowy oraz estymacji mode-

li najczęściej powoduje pogorszenie jakości modeli, ocenianej przez pryzmat statystycznych własności 
składników losowych konstruowanych na podstawie cen zamknięcia (pojawiający się efekt ARCH oraz 
gorsze dopasowanie warunkowych rozkładów). Takiego wyniku można się było spodziewać i nie ozna-
cza on, że modele te mają gorszą jakość. Do ich oceny należałoby wykorzystać większy zbiór informacji 
o cenach minimalnych, maksymalnych i zamknięcia, jednak nie istnieją jeszcze odpowiednie procedu-
ry i testy (będzie to przedmiotem dalszych badań autorów).

Średnie błędy oszacowania parametrów są na ogół mniejsze w przypadku modeli, w których para-
metry były szacowane z wykorzystaniem cen minimalnych i maksymalnych.

Dla indeksu WIG20 asymetria rozkładów bezwarunkowych procesów opisanych modelami NIG21  
i NIG22 jest większa od tej, która występuje w rozkładach procesów opisanych modelami NIG11 i NIG12. 

Wykorzystanie w estymacji cen minimalnych i maksymalnych powoduje zmiany ocen parametrów 
w modelu GARCH. Zwiększają się na ogół oceny parametru ω1, a zmniejszają się oceny ξ1 oraz maleje 
suma ocen ω1 + ξ1 w porównaniu z modelem GARCH szacowanym na podstawie cen zamknięcia. Ma 
to duże znaczenie dla modelowania i prognozowania zmienności stóp zwrotu. Oznacza to bowiem, że 
wpływ szoków w poprzednim okresie na bieżącą wariancję jest większy, a zatem reakcja na zmieniającą 
się sytuację rynkową jest szybsza, zgodnie z modelem, w którym zastosowano również ceny minimalne 
i maksymalne. Ponadto oddziaływanie szoków na zmienność trwa krócej, niż wynikałoby to z modelu 
GARCH szacowanego wyłącznie na podstawie cen zamknięcia. Przeczy to wynikom uzyskiwanym na 
przykład na podstawie zmienności implikowanej (por. Engle, Mustafa 1992). Właśnie to zastrzeżenie 
było dotychczas wymieniane jako jedna z największych słabości modeli GARCH. Wydaje się zatem, że 
dzięki zastosowaniu danych o cenach minimalnych i maksymalnych do estymacji parametrów modelu 
uzyskuje się oceny, które są bliższe prawdziwym parametrom. 

Wartości funkcji wiarygodności ln L2 otrzymane dla modelu N22 są zbliżone do wartości uzyska-
nych dla modelu NIG11. Wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do konstruk-
cji zarówno funkcji wiarygodności, jak i estymatora dziennej wariancji podobnie poprawia jakość mo-
delu, jak zastosowanie asymetrycznego warunkowego rozkładu składnika losowego o grubych ogonach.

Warto również odnotować, że dla indeksu WIG20 w przypadku modeli N12 i NIG12 oceny parame-
trów nie spełniają warunku ω1 + ξ1 < 1 co sugeruje, że wariancja stóp zwrotu procesu GARCH jest nie-
skończona. Zjawisko to często dotyczy także innych instrumentów notowanych na rynku finansowym 
w przypadku estymacji parametrów modelu wyłącznie na podstawie cen zamknięcia (Diebold 1986;  
Lamoureux, Lastrapes 1990). Wynik ten nie występuje dla modeli N21 i NIG21 oraz N22 i NIG22.

Zróżnicowanie wartości funkcji ln L1 w poszczególnych modelach jest znacznie mniejsze niż  
w przypadku ln L2 i nie przekracza 3%, podczas gdy dla nowej postaci funkcji wiarygodności dochodzi 
nawet do 8−10%.  
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7. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano modele GARCH wprowadzone przez Lildholdta (2002) oraz Ventera,  
de Jongha  i Griebenowa (2005), skonstruowane nie tylko na podstawie cen zamknięcia, ale również 
na podstawie informacji o dobowych minimach i maksimach cen. Jako warunkowe rozkłady składnika 
losowego przyjęto rozkład normalny oraz NIG. Zakładając, że procesy śróddziennych stóp zwrotu są 
arytmetycznym ruchem Browna oraz procesem o warunkowym rozkładzie NIG, przedstawiono rozkła-
dy łączne wektorów losowych, których współrzędnymi są zmienne losowe wartości minimalnej, mak-
symalnej i końcowej logarytmicznych stóp zwrotu. W wyniku zastosowania dodatkowych informacji 
o cenach minimalnych i maksymalnych skonstruowano funkcje wiarygodności, które wykorzystują 
znacznie szerszy zbiór danych rynkowych opisujących instrumenty finansowe. Dzięki temu uzyskano 
znacznie większe wartości funkcji wiarygodności.

W pracy zaproponowano rozszerzenie modeli Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha i Griebe-
nowa (2005). Polega ono na zastosowaniu efektywniejszych estymatorów dziennej wariancji (w tym 
propozycji nowego estymatora), konstruowanych na podstawie cen minimalnych i maksymalnych,  
zamiast estymatora wyznaczanego wyłącznie na podstawie cen zamknięcia. Ponadto dokonano pew-
nych uproszczeń wymienionych parametryzacji modeli. 

Na podstawie obserwacji stóp zwrotu z indeksu WIG20 i kursu walutowego EUR/PLN pokazano, 
że wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do estymacji parametrów mode-
lu GARCH, bez zwiększenia jego parametryzacji, poprawia jakość modelu mierzoną wartością funk-
cji wiarygodności. Zmienność stóp zwrotu oszacowana na podstawie zaprezentowanych modeli ma 
własności bliskie zmienności implikowanej. Stosowanie klasycznych modeli GARCH i wyłącznie cen  
zamknięcia może zatem prowadzić do błędów poznawczych.   

Wszystkie przedstawiane modele GARCH są oszczędnie sparametryzowane i mają tyle samo para-
metrów, co tradycyjny model GARCH ze składnikiem losowym opisanym warunkowymi rozkładami: 
normalnym oraz skośnym t Studenta. Wykorzystanie informacji z notowań śróddziennych (w postaci 
ceny minimalnej i maksymalnej) nie zwiększa częstotliwości analizowanego szeregu czasowego. Do bu-
dowy omawianych modeli nadal wykorzystuje się dane o częstotliwości dziennej, tzn. szeregi wektorów 
stóp zwrotu minimum, maksimum i wartości końcowej. Pozwala to uniknąć problemów związanych  
z analizą danych o bardzo wysokiej częstotliwości. 

Można przypuszczać, że wykorzystanie dodatkowych danych do estymacji parametrów modelu 
GARCH zwiększy trafność prognozowania zmienności stóp zwrotu w porównaniu z modelami, których 
parametry są estymowane tylko na podstawie cen zamknięcia. Wymaga to jednak przeprowadzenia 
dodatkowych badań. Dostępność cen minimalnych i maksymalnych na równi z cenami zamknięcia da-
je nadzieję, że stosowanie zaprezentowanych modeli stanie się powszechne.
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Aneks

Tabela 1
Zestawienie zaprezentowanych w opracowaniu modeli

Zastosowany rozkład 
warunkowy oraz przyjęta 
funkcja wiarygodności

Estymatory dziennej wariancji

klasyczny konstruowany dla cen 
zamknięcia

efektywniejsze 
konstruowane dla cen HLC
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zk
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rm
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ny

 

st
an
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nk

cj
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w
ia
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go
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oś

ci

nazwa modelu S&GARCH
Bollerslev (1986) S&GARCH z HLC

oznaczenie N11 N12

ro
zs

ze
rz

on
a 

fu
nk

cj
a 

w
ia

ry
go

dn
oś

ci

nazwa modelu S&GARCH-HL
Lildholdt (2002) S&GARCH-HL z HLC

oznaczenie N21 N22

Ro
zk

ła
d 

N
IG

st
an

da
rd

ow
a 

fu
nk

cj
a 

w
ia

ry
go

dn
oś

ci

nazwa modelu S&GARCH-NIG
Jensen, Lunde (2001) S&GARCH-NIG z HLC

oznaczenie NIG11 NIG12

ro
zs

ze
rz

on
a 

fu
nk

cj
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w
ia

ry
go

dn
oś

ci

nazwa modelu S&GARCH-HL-NIG
Venter, de Jongh, Griebenow (2005) S&GARCH-HL-NIG z HLC

oznaczenie NIG21 NIG22

Uwaga: modele zaprezentowane w pracy nie są dokładnymi parametryzacjami przedstawionymi w cytowanych artykułach, 
ale ich modyfikacjami dokonanymi na potrzeby niniejszej pracy.
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Tabela 2
Wyniki estymacji dla indeksu WIG20

Parametr
Parametryzacje modelu GARCH

N11 N12 N21 N22 NIG11 NIG12 NIG21 NIG22

α
_     2,95600 3,20715 3,00467 2,84584

    (0,68023) (0,74968) (0,17284) (0,15986)

β
_     -0,02975 -0,08676 -0,37455 -0,54468

    (0,09352) (0,10159) (0,09011) (0,08985)

μ
0,00072 0,00050 0,00133 0,00054 0,00070 0,00108 0,00337 0,00415
(0,00026) (0,00026) (0,00016) (0,00021) (0,00069) (0,00071) (0,00055) (0,00056)

ω0

2,04e-06 1,71e-06 3,17e-06 3,23e-06 1,86e-06 1,75e-06 3,45e-06 2,56e-06
(6,61e-07) (9,43e-07) (2,75e-07) (4,42e-07) (7,10e-07) (1,06e-06) (4,93e-07) (5,69e-07)

ω1

0,06009 0,11327 0,07822 0,16651 0,05493 0,11266 0,08001 0,11743
(0,00747) (0,01756) (0,00295) (0,00866) (0,00821) (0,02178) (0,00545) (0,01089)

ξ1

0,93196 0,90761 0,86033 0,78951 0,93787 0,91270 0,87003 0,86921
(0,00811) (0,01379) (0,00526) (0,01103) (0,00889) (0,01618) (0,00869) (0,01198)

ln L1 7108,59 7128,30 6918,41 6959,05 7129,86 7144,78 7041,19 7071,64

SIC L1 -14178,03 -14217,45 -13797,67 -13878,95 -14204,92 -14234,75 -14027,58 -14088,48

ln L2 27849,75 28046,59 29273,95 29341,05 29591,04 29592,34 29949,87 29918,53

SIC L2 -55660,36 -56054,03 -58508,76 -58642,95 -59127,27 -59129,88 -59844,93 -59782,25

RV – -2,0713* -9,6472* -9,3264* – -0,0506 -8,4861* -6,9021*

LB(8) 7,4309 7,0155 6,1990 6,8660 7,6305 7,4085 6,4492 7,5991

LM(8) 25,6543* 21,3554* 44,3944* 14,8902 27,5269* 29,0166* 36,763* 19,5065*

AD 3,5865* 2,9092* 3,8528* 3,3194* 0,7279 0,2872 17,8657* 8,9140*

* Oceny statystyk istotnie różne od zera na poziomie 0,05.

Uwaga: w nawiasach podano średnie błędy szacunku parametrów, RV oznacza statystykę testu Riversa, Vuonga (2002), 
porównywania dokonywano dla modeli klasy Nij z modelem N11, a w przypadku modeli klasy NIGij z modelem NIG11, LB 
to statystyka testu autokorelacji Ljunga-Boxa, LM statystyka testu efektu ARCH Engle’a, AD to statystyka testu zgodności 
Andersona-Darlinga. 
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Tabela 3
Wyniki estymacji dla kursu EUR/PLN

Parametryzacje modelu GARCH
 Parametr

N11 N12 N21 N22 NIG11 NIG12 NIG21 NIG22

α
_ 2,10205

(0,34480)
1,47889

(0,22286)
1,14614

(0,08023)
1,97952

(0,10041)

β
_ 0,22648

(0,07391)
0,15800

(0,05628)
0,14949

(0,04780)
0,15740

(0,05191)

μ -0,00022
(0,00010)

-0,00004
(0,00011)

-0,00049
(0,00036)

-0,00005
(0,00011)

-0,00101
(0,00024)

-0,00081
(0,00023)

-0,00135
(0,00021)

-0,00071
(0,00019)

ω0
8,725e-07
(2,05e-07)

4,667e-06
(8,39e-07)

1,769e-06
(9,53e-08)

2,774e-06
(1,97e-07)

7,797e-07
(2,29e-07)

4,991e-06
(1,11e-06)

4,412e-06
(3,28e-07)

1,107e-06
(2,20e-07)

ω1
0,8866

(0,01139)
0,16444

(0,02536)
0,08111

(0,00361)
0,29653

(0,00949)
0,0879

(0,01367)5
0,15068

(0,02938)
0,17111

(0,02140)
0,19834

(0,01772)

ξ1
0,89196

(0,01342)
0,68230

(0,04639)
0,87310

(0,00522)
0,59690

(0,01292)
0,89438

(0,01584)
0,73463

(0,05717)
0,78144

(0,02430)
0,78272

(0,01942)

ln L1 9540,67 9486,97 9527,48 9449,17 9605,08 9535,15 9556,04 9493,73

SIC L1 -19042,07 -18934,68 -19015,70 -18859,08 -19155,20 -19015,33 -19057,11 -18932,50

ln L2 32076,39 33651,33 32205,82 34062,57 34791,01 35310,88 34980,03 35456,78

SIC L2 -64113,53 -67263,40 -64372,37 -68085,89 -69527,05 -70566,80 -69905,10 -70858,60

RV – -5,9560* -2,0561* -6,7484* – -5,9864* -3,5391* -7,0237*

LB(8) 8,2695 11,5736 9,4457 10,6462 8,6418 13,9906 9,2419 16,6924*

LM(8) 3,0272 52,773* 6,3042 40,3654* 3,0267 102,955* 4,4186 212,359*

AD 6,4284* 8,8111* 6,7096* 10,4318* 0,5567 5,2963* 14,8275* 3,5221*

* Oceny statystyk istotnie różne od zera na poziomie 0,05.

Uwaga: w nawiasach podano średnie błędy szacunku parametrów, RV oznacza statystykę testu Riversa, Vuonga (2002), 
porównywania dokonywano dla modeli klasy Nij z modelem N11, a w przypadku modeli klasy NIGij  z modelem NIG11, LB 
to statystyka testu autokorelacji Ljunga-Boxa, LM statystyka testu efektu ARCH Engle’a, AD to statystyka testu zgodności 
Andersona-Darlinga. 
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The GARCH model – t he application of additional information 
about low and high prices

Abstract
The paper presents the GARCH models established by Lildholdt (2002) and Venter, de Jongh, Griebenow 
(2005), which are formulated on the basis of low, high and closing prices. Assuming that intraday 
processes of returns are the arithmetic Brownian motion and then the process, for description of 
which the NIG distribution was used, the joint distributions of random vectors of minimum, maximum 
and finish values of logarithmic returns are presented. These distributions are then applied in the 
formulation of likelihood functions used for the estimation of parameters of considered models.

Moreover, extensions of models of Lildholdt (2002) and Venter, de Jongh, Griebenow (2005) are 
proposed. These modifications include more efficient estimators of daily variance based on low 
and high prices in place of the estimator based on only closing prices. Some simplifications of the 
mentioned parameterizations of models are also performed. It is demonstrated for series of returns 
of the stock index WIG20 and the EUR/PLN exchange rate that the application of information about 
low and high prices in the estimation process of the GARCH model parameters, without increasing its 
parameterization, improves the quality of the model measured by the value of its likelihood function.

Keywords: GARCH model, volatility estimation, NIG distribution, Brownian motion, low and high 
prices






