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Streszczenie

W pracy zaprezentowano modele GARCH wprowadzone przez Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha
i Griebenowa (2005), ktdre zostaty skonstruowane na podstawie cen minimalnych, maksymalnych
i zamknigcia. Zaktadajac, ze srédddzienne stopy zwrotu moga by¢ opisane przez arytmetyczny ruch
Browna z rozkladem NIG, przedstawiono taczne rozklady wektoréw losowych. Ich wspétrzednymi
sa zmienne losowe wartosci minimalnej, maksymalnej i koricowej logarytmicznych stép zwrotu.
Rozktady te zostaty nastepnie wykorzystane do skonstruowania funkcji wiarygodnosci, stuzacych do
estymacji parametréw modeli.

Ponadto w pracy zaproponowano rozszerzenie modeli Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha,
Griebenowa (2005). Polega ono na zastosowaniu bardziej efektywnych estymatoréw dziennej wariancji,
konstruowanych na podstawie cen minimalnych i maksymalnych, zamiast estymatora wyznaczanego
wylacznie na podstawie cen zamknigcia. Dokonano réwniez pewnych uproszczeri wspomnianych
parametryzacji modeli. Na podstawie szeregdw stdp zwrotu z indeksu WIG20 i kursu walutowego
EUR/PLN pokazano, ze wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do
oszacowania parametrow modelu GARCH, bez zwigkszenia jego parametryzacji, poprawia jakos¢
modelu mierzona wartoscia funkcji wiarygodnosci.
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1. Wstep

Zmiennos¢ cen instrumentéw finansowych jest jednym z wazniejszych poje¢ wspétczesnych finanséw.
Znaczenie zmiennosci wynika zaréwno z teorii finanséw, jak i z licznych zastosowan praktycznych
(Schwert 1989; Fleming, Kirby, Ostdiek 2001; Poon, Granger 2003; Andersen i in. 2006). Wyniki badan
empirycznych wskazuja, ze rozszerzanie istniejacych juz modeli zmiennosci stép zwrotu i tworzenie ko-
lejnych parametryzacji w celu coraz lepszego dopasowania modelu do danych empirycznych jest mniej
efektywne niz wykorzystanie informacji powszechnie dostepnych na rynku (Fiszeder 2009). Do nie-
dawna modele parametryczne stosowane do opisu zmiennosci stdp zwrotu byly konstruowane wytacz-
nie na podstawie cen zamkniecia. Dodatkowe dane rynkowe, ktére mozna uwzgledni¢ przy budowie
modeli zmiennosci, dzieli sie na dwie grupy: 1) dane o czestotliwosci wyzszej niz dzienna, tzw. dane
intraday, ktdre sa zbiorem uporzadkowanych par zawierajacych wartos¢ ceny i czas jej odnotowania,
2) informacje o minimalnych i maksymalnych cenach. W tym przypadku nie jest jednak uwzgledniany
moment ani nawet kolejno$¢ ich wystapienia.

Obecnie znanych jest wiele parametryzacji modeli stuzacych do opisu zmiennosci stép zwrotu na
rynkach finansowych; wsrdd nich najliczniejsza klase stanowia modele GARCH. Rozwazania prowa-
dzone w niniejszej pracy beda dotyczyly wtasnie tej grupy modeli, w przysztosci mogg by¢ jednak roz-
szerzone na inne ich rodzaje, np. modele SV (ang. stochastic volatility).

Zastosowanie notowar intraday dostarcza wiecej informacji o badanym instrumencie finansowym,
wiaze si¢ jednak z koniecznoscia pokonania szeregu problemdw:

1. Dane o czestotliwosci wyzszej niz dzienna nie zawsze s3 dostepne dla wszystkich aktywdw,
w przeciwieristwie do cen zamknigcia oraz cen minimalnych i maksymalnych.

2. Pozyskanie danych intraday wymaga z reguly poniesienia dodatkowych kosztéw, poniewaz nie
s3 ogblnie dostepne.

3. Zastosowanie danych intraday z dtuzszych okreséow wymaga bardzo duzych baz danych,
liczacych setki tysiecy obserwacji, co znacznie wydtuza czas prowadzenia analiz.

4. Czynniki zwigzane z mikrostruktura rynku (Doman 2011), szczegdlnie w przypadku mato ptyn-
nych aktywdéw, powoduja znaczne obcigzenie estymatoréw konstruowanych na podstawie danych
$réddziennych.

5. Dane o wysokiej czestotliwosci maja wiele cech utrudniajacych ich bezposrednia analizg. Przy-
ktadowo wystepuja silne wahania cykliczne w ciggu dnia i silna autokorelacja, informacje makroeko-
nomiczne maja duzy wptyw na notowania cen instrumentéw finansowych; zmiennos¢ obliczona na ich
podstawie moze by¢ znacznie przeszacowana lub niedoszacowana; czgsto wymagaja tez podjecia dodat-
kowych dziatan, np. filtrowania.

6. Informacje o cenach w ciggu dnia nie sa na ogét wykorzystywane do budowy modelu GARCH
i funkcji wiarygodnosci stuzacej do estymacji parametréow tego modelu dla okreséw dziennych, a poja-
wiajace si¢ w literaturze propozycje wymagaja znacznego rozbudowania postaci modelu i zwigkszenia
liczby jego parametréw. Do nielicznych wyjatkéw mozna zaliczy¢ prace Lildholdta (2002) oraz Ventera,
de Jongha i Griebenowa (2005), w ktérych dodatkowo wykorzystano wartosci minimalne i maksymalne
w ciggu dnia.

Korzystanie w modelowaniu finansowym z informacji o wartosciach minimalnych i maksy-
malnych jest uzasadnione. Estymator Parkinsona (1980), najprostszy i najmniej efektywny sposréd
estymatoréw dziennej wariancji (termin ten okresla w dalszej czesci pracy wariancje stopy zwrotu za-
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obserwowang migedzy zamknieciami notowari w kolejnych dniach), konstruowanych na podstawie cen
minimalnych, maksymalnych i zamkniecia, daje podobne wyniki jak zmienno$¢ zrealizowana, szaco-
wana na podstawie czterech, pieciu lub szesciu obserwacji w ciggu dnia (Parkinson 1980; Andersen,
Bollerslev 1998). Ponadto Parkinson pokazal, ze w przypadku arytmetycznego ruchu Browna zapropo-
nowany przez niego estymator wariancji jest ponadpieciokrotnie efektywniejszy od estymatora kon-
struowanego na podstawie cen zamkniecia.

Powstanie modeli klasy GARCH umozliwito opisanie zjawiska tzw. grupowania zmiennosci stép
zwrotu. Poczatkowo przyjmowano zalozenie o warunkowej normalnosci sktadnika losowego, ktére
w przypadku wiekszosci procesow finansowych nie jest spetnione z powodu wystgpowania wysokiej
kurtozy oraz asymetrii warunkowych rozktadéw st6p zwrotéw. Problem ten rozwigzywano przez wpro-
wadzenie asymetrycznych rozktadéw zawierajacych grube ogony, najczesciej skosnego rozkiadu t Stu-
denta. Mozliwosci wykorzystania tego rozktadu w przypadku dodatkowej analizy danych sroddzien-
nych s3 jednak ograniczone. W literaturze trudno znaleZ¢ opisy proceséw stochastycznych z czasem
ciagtym, ktérych przyrosty bytyby zmiennymi losowymi o tym rozktadzie. Zastosowanie rozktadéw
t Studenta do proceséw GARCH znacznie komplikuje takze wycene instrumentéw pochodnych.
W przypadku modelowania logarytmicznych stép zwrotu oczekiwana stopa zwrotu takiego procesu
jest nieograniczona, w zwigzku z tym nie istnieje drugi moment funkcji wyptaty. W konsekwencji ce-
na opcji opisanej za pomoca takiego modelu jest nieskoriczona, co jest nonsensem. Z opisanych powo-
déw pozadane jest stosowanie w modelowaniu rozktadu o grubych ogonach, ktéry réwnoczesnie miat-
by wszystkie momenty skoriczone. Warunek ten spetnia przedstawiony w niniejszej pracy rozktad NIG,
ktérego wykorzystanie w modelowaniu stochastycznej zmiennosci zaproponowali Barndorff-Nielsen
(1997) oraz Andersson (2001). Z kolei Jensen i Lunde (2001) opracowali tzw. model NIG-S&ARCH. Czgs$¢
rezultatéw przedstawionych w tej ostatniej pracy zostanie wykorzystana w niniejszym opracowaniu.
Analizy Ventera i de Jongha (2004) pokazujg, ze dzigki zastosowaniu modelu GARCH z warunkowym
rozktadem NIG sktadnika losowego uzyskiwano trafniejsze oszacowania zmiennosci stép zwrotu i ry-
zyka niz na podstawie modelu ze skosnym rozktadem t Studenta.

W wyniku przeprowadzonych badani Forsberg i Bollerslev (2002) stwierdzili, ze dla kursu waluto-
wego ECU/USD:

1) zmienno$¢ zrealizowana stop zwrotu (obliczana jako suma kwadratéw danych sroddziennych)
ma rozklad odwrotny gaussowski,

2) dzienna stopa zwrotu standaryzowana przez pierwiastek zmiennosci zrealizowanej ma w przy-
blizeniu rozktad normalny.

Analizy te potwierdzity dobre dopasowanie modelu GARCH-NIG, zaproponowanego wczesniej
przez Forsberga (2002). Skonstruowany model nie jest jednak w stanie opisa¢ asymetrii rozktadéw stép
zwrotu — wlasnosci czesto wystepujacej na przykiad na rynkach akgji.

Omawiane dotad badania wykorzystywaly szeregi czasowe zawierajace tylko dzienne stopy zwro-
tu konstruowane na podstawie cen zamknigcia. W pracach Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha
i Griebenowa (2005) zaproponowano parametryzacje modeli GARCH, w ktérych dodatkowo wykorzy-
stano wartosci cen minimalnych i maksymalnych. Wyznaczono funkcje gestosci rozktadu tacznego mi-
nimalnej, maksymalnej i koricowej wartosci logarytmicznych stép zwrotu w danym dniu. Zatozono, ze
$réddzienny proces logarytmicznych stdp zwrotu instrumentu jest procesem Levy’ego. W opracowaniu
Lildholdta (2002) jest to arytmetyczny ruch Browna o ustalonej na dany dzieri wariancji, a sktadnik lo-
sowy w zaproponowanym modelu GARCH dla obserwacji dziennych ma warunkowy rozktad normalny.
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Ze wzgledu na wystepowanie leptokurtozy oraz asymetrii rozktadéw stop zwrotéw zatozenie to
nie jest na ogoét spetnione w przypadku empirycznych szeregdw finansowych. Z kolei w pracy Ven-
tera, de Jongha i Griebenowa (2005) dynamika sroddziennych stép zwrotu jest bardziej zlozona.
Wykorzystujac wnioski z pracy Forsberga i Bollersleva (2002), zaproponowano parametryzacj¢ mo-
delu GARCH-NIG, w ktérym warunkowy rozktad sktadnika losowego jest rozktadem normalnym,
odwrotnym, gaussowskim NIG. Przedstawione funkcje gestosci zostaty nastepnie wykorzystane do
okreslenia funkcji wiarygodnosci dla modeli GARCH.

W poréwnaniu ze wspomnianymi pracami w modelach GARCH przedstawionych ponizej do
estymacji dziennej wariancji stép zwrotu zastosowano takze ceny minimalne i maksymalne. Omo-
wione propozycje maja réwniez pewne wady. Przedstawiona w pracy Lildholdta funkcja gestosci
rozktadu tacznego wartosci minimalnej, maksymalnej i koricowej ma ztozona posta¢, co dodatko-
wo komplikuje model. W opracowaniu Ventera, de Jongha i Griebenowa przyjeto nietypowe pa-
rametryzacje wprowadzonych tam zmiennych losowych oraz proceséw stochastycznych. Ponadto
sktadnik losowy nie jest standaryzowany (tzn. jego warto$¢ oczekiwana i wariancja nie sa réwne,
odpowiednio, 0 i 1). Utrudnia to poréwnanie budowy modelu z innymi, opisanymi w literaturze.
Modele przedstawione w niniejszym opracowaniu beda wolne od tych wad.

Niniejsze opracowanie ma trzy podstawowe cele. Pierwszym jest zaproponowanie nowej parame-
tryzacjimodelu GARCH, do ktérej estymacji beda wykorzystywane jednocze$nie informacje o cenach
minimalnych i maksymalnych: do konstrukcji estymatoréw dziennej wariancji i do okreslenia funk-
cji wiarygodnosci stuzacej do estymacji parametréw modeli zmiennosci. Drugi cel to przedstawienie
w bardziej czytelnej i uporzadkowanej formie dotychczas istniejacych modeli opisanych w pracach
Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha i Griebenowa (2005), tak aby mozna byto bezposrednio
poréwnac je z modelami przedstawionymi w innych publikacjach naukowych. Trzecim celem jest
pokazanie, na podstawie szeregdw stép zwrotu z indeksu WIG20 i kursu walutowego EUR/PLN, ze
wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do estymacji parametréw mo-
delu GARCH, bez zwigkszenia jego parametryzacji, poprawia jako$¢ modelu mierzona wartoscia
funkcji wiarygodnosci. Tematyka ta jest praktycznie nieobecna w literaturze swiatowe;j.

Uktad artykutu jest nastepujacy. W czesci drugiej przedstawiona zostanie ogdélna postac zapro-
ponowanych parametryzacji modelu GARCH. Cze$¢ trzecia zawiera propozycje wykorzystania do-
datkowych informacji na temat dziennego minimum i maksimum przy zatozeniu, ze warunkowy
rozktad sktadnika losowego jest normalny oraz sréddzienne stopy zwrotu mozna opisa¢ arytme-
tycznym ruchem Browna. W czesci czwartej, z mys$lg o uogdlnieniu zatozert modelowych, przed-
stawiono rozklad NIG oraz rozszerzona formute gestosci rozktadu tacznego maksimum, minimum
i wartos¢ koricowa. Czes$¢ piata zawiera opis parametryzacji modelu GARCH z wykorzystaniem
rozktadu NIG oraz wspomnianej funkcji gestosci. Wyniki badania empirycznego dotyczacego in-
deksu WIG20 notowanego na GPW w Warszawie oraz kursu walutowego EUR/PLN zamieszczo-
no w czesci szdstej. Niniejszy artykut zawiera znaczne rozszerzenie wynikéw przedstawionych
w pracy Perczaka (2013).
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2. P odstawowe specyfikacje m odelu G ARCH d la rozwazanych r odzajow
danych rynkowych

2.1. Model GARCH konstruowany na podstawie cen zamknigcia

Przez D(u, o) oznaczana bedzie ciagta w swojej dziedzinie funkcja rozkladu prawdopodobieristwa
zmiennej losowej X 0 wartosci oczekiwanej u i wariancji 02 Rozpatrywane sa procesy z czasem dys-
kretnym ¢ Niech S, oznacza cen¢ zamknigcia instrumentu finansowego odnotowang w dniu ¢. Zdefi-
niowano takze dzienng stope zwrotu jako X, =1In(S,/S, ;). Symbol J, oznacza zbiér wszystkich infor-
macji dostepnych w chwili 7.

Niech X, oznacza proces GARCH(p, q) w postaci:

Xt |“(\sz—1 ND(M’ht) M
& =X, —u Q)
q 5 p
ht =w, + ; we  + 2 gih,,,- €©)

Dodatnia wartos¢ h, jest zapewniona, gdy @, >0, w, =0 dlal<i<gq oraz§ =0 dlal=<i=<p.
Przy wigkszych rzedach opdZnieri ¢ i p zatozenia te s3 zbyt restrykcyjne i czgsto dzigki ich ztagodze-
niu mozna uzyskac lepszy opis wariancji warunkowej. Kowariancyjna stacjonarnos¢ procesu zachodzi
natomiast wtedy, gdy spetniony jest warunek:

q p
2w+ 3 <1
i-1 i-1

2.2. Opis rozszerzonego zbioru danych rynkowych

Wycena wartosci instrumentéw finansowych zazwyczaj dokonywana jest na rynku finansowym wie-
lokrotnie w ciggu dnia. Z dziennych notowan rynkowych mozna pozyska¢ znacznie wigcej informacji
niz pojedyncze notowania cen zamkniecia. Przedstawiony w poprzednim podpunkcie model GARCH
konstruowany jest na podstawie tylko cen zamknigcia. Ponizej zostanie zaprezentowana propozycja
modyfikacji modelu, dzigki ktérej do estymacji parametréw bedzie mozna wykorzysta¢ szerszy zbidr
dziennych notowan.

Przez §, . oznaczana bedzie cena instrumentu finansowego odnotowana w dniu ¢ (€ N, 0 <7)
po uplywie czasu 7 (0 =<t =<1) od ostatniego notowania poprzedniego dnia. Zachodzi zatem toz-
samos¢: S, | =S, Dzienne (dobowe) minimum i maksimum zdefiniowano odpowiednio jako
L, =minS§, 1 H, = max S,.). Dodatkowo przyjeto definicj¢ minimalnej i maksymalnej dzien-

O=<7=<l

nej stopy zwrotu: A,_= In(L,/S,,), C,=1In(H,/S,,). Zredefiniowano jednodniowa stopg zwrotu:
X, =In(S,,/S, ,), ktdra bedzie tez nazywana wartoscig koricowa dziennej stopy zwrotu.
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Wykorzystywane informacje dotyczace dziennych notowari instrumentu finansowego reprezento-
wane bedg teraz przez uporzadkowana tréjke liczb (a,, c,, x,), zamiast pojedynczej wartosci x,, jak ma
to miejsce w klasycznym modelu GARCH wprowadzonym przez Bollersleva (1986).

2.3. O goIna po sta¢ p roponowanych m odeli G ARCH d la d anych r ozszerzonych
0 cen¢ minimalng i cen¢ maksymalna

Przez LHC(u, 0°) oznaczana bedzie ciagta w swojej dziedzinie taczna funkcja rozktadu prawdopo-
dobieristwa wektora zmiennych losowych (4,C,X), dla ktérych spetione sa nastepujace warunki:
A<0=<C,A<X <C,E[X]=u, Var[X]= 0.

Dla ustalonego dnia 7 (1€ N, 0<¢) rozpatrywany jest wektor losowy (4,,C,,X,) o rozktadzie
LHC(u,, h,), dla ktérego zdefiniowano takze funkcje z (4,,C,,X,), bedaca nieobciazonym estymato-
rem dziennej wariangji stop zwrotu. Funkcja ta spetnia réwniez warunek E z (4,C,X,)| i”s,,l] =h,.
Kilka wybranych postaci tej funkcji przedstawiono w dalszej czesci pracy.

Ogodlna postaé zaproponowanych parametryzacji w niniejszym opracowaniu wyglada nastepujaco:

(4,,C,, X )| S, ~LHC(u, h,) @
& =2(4,C,.X,) ©)

q 5 P
h =w+ leiel_, + ;é'ih,_,. ©)

gdzie 8,2 okreslono na podstawie estymatora Z.

3. M odel G ARCH zw arunkowym r ozkladem n ormalnym s ktadnika
losowego konstruowany na podstawie rozszerzonego zbioru danych

Zaprezentowana ogdlna posta¢ parametryzacji stanowi punkt wyjscia do prezentacji bardziej szczego-
towych postaci modeli. Ponizej przyjeto, ze warunkowy rozktad procesu X, jest rozktadem normalnym.
Ponadto zatozono, ze stop zwrotu w ciggu dnia (doby) mozna opisa¢ arytmetycznym ruchem Browna,
co umozliwito zastosowanie rozktadu tacznego stép zwrotu dziennego minimum, maksimum i warto-
$ci koricowej. Do skonstruowania modeli wykorzystano réwniez bardziej efektywne estymatory dzien-
nej wariancji stopy zwrotu niz w klasycznym modelu AR(r)-GARCH(p, g).

3.1. Trojwymiarowy wektor losowy stop zwrotu minimum, maksimum i wartosci
koncowej arytmetycznego ruchu Browna

Dla standardowego procesu Wienera B,, 7 =0 zdefiniowany zostaje ruch Browna X, = ut+ o’B,
oraz A =min X, 1 C; = max X . Dla dowolnej, ustalonej wartosci s > 0 zachodzi X, ~ N(us o°s).

O<tss O<zs=s

Jesli proces X_osiaga dla pewnego 7, wartos¢ a < 0, a nastepnie dla wszystkich 7 > 7, zachodzi X, <a,
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wowczas liczbg a nazywamy dolng bariera absorbujaca. Analogicznie, jesli proces X osigga dla pew-
nego 7, wartos¢ ¢ > 0, a nastepnie dla wszystkich 7 > 1, zachodzi X, = ¢, wéwczas liczbe ¢ nazywamy
gbrna barierg absorbujaca.

Gestosc¢ rozktadu X, z dolng barierg absorbujacg réwna a i gérng bariera réwna c, opisano za po-
moca nastepujacego wzoru (poréwnaj Cox, Miller 1965, s. 222, formuta 78, a takze Li 1999):

fyd, >a,C, <c,x;us, 0°s)= -
7

1 kew 2k(c-a)u (x-2k(c-a)-us ) 20,m7(x—20—2k(cfa)f,m‘)2
- - Z e o’ e 20%s —e 202

\/2st% k=

gdzie: a<0=<c, a=<x<c,S$rednik oddziela argumenty funkcji od jej parametréw.

Wyznaczona na podstawie tozsamosci (7) gestos¢ rozktadu tacznego wektora zmiennych losowych
(4,,C,, X, ) dana jest nastgpujaca formuta (Fiszeder, Perczak 2013):

3’ f ;A >a,C. <cus,0°s
fACN(a,c;x;,US,OzS)Z— fN( s &Ly 22 ):

dadc
)
1 k=
= F Z (g(aacax;kakuusa Oﬁzs)fg(aaca X5 k,k +1,‘LLS, Ozs))
TTOS? k-
gdzie funkcja g opisana jest zaleznoscia:
2(cky - aky Jus —(x-2(ck, —ak, ) ‘LLY)2
2 2
gla,c,x;k,, k,, us, 0%s)= 4k k, (x —2(ck, — ak,)) - o’s)e 20%s )

Argumenty a, ¢, x mozna interpretowac jako wartosci, odpowiednio: minimalng, maksymalng
i koricowa.

Wektor losowy (4,,C,, X,) ma rozktad taczny ACN (us, o’s), jesli jego gestos¢ opisana jest

wzorem (8).
Jezeli (4,,C,, X, )~ ACN(us, 0"s), wéwczas statystyka:

Vi(s)=0,86C.(C. - X.)+ 0,864 (4, — X.)+0,14( X7 — i’s*) (10)

jest nieobcigzonym estymatorem wariancji gs procesu X, (Perczak, Fiszeder 2013).

Ponadto wariancja tego estymatora dla | u|<< 0 jest mniejsza od wariancji nieobcigzonego esty-
matora Rogersa-Satchella (1991). Wartosci 0,86 i 0,14 s wartosciami przyblizonymi.
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3.2. Estymacja parametrow modelu GARCH z warunkowym rozkladem
normalnym z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknigcia

W przedstawionym w punkcie 2.1 modelu GARCH(p, ¢) w postaci (1-3) przyjmuje si¢ bardzo czgsto
w miejsce zatozenia (1), ze X, |, , ~ N(u, h,). Model taki oznaczany w dalszej czesci pracy jako Ny

X/ | ’(\\St—l ~ N(/ua ht) (11)
& =X —u (12)
q 5 r
ht =w, + 2 e ;+ 2 ‘thm- (13)
i=1 i-1

Parametry takiego modelu estymuje si¢ najczg¢sciej metoda najmniejszej wiarygodnosci (MNW)
na podstawie funkcji wiarygodnosci, wykorzystujac wytacznie ceny zamknigcia (podejscie tradycyjne):

{(;)s %9 (/i)} = argmax 11}1[‘N ((1), E’ (P) =argmax é In fN (xr; U, ((P), ht ((,l), g)) (14)

{0, & o} {o,8 ¢} 1=l

gdzie o =(w,, @, ...,0,), §=(&,&,,...,&,), njest liczebnoscia préby, natomiast f, jest funkcja gesto-
$ci rozktadu normalnego.

WprowadZmy bardziej restrykcyjne zatozenia modelu N,,. Przyjeto, ze

(4,C,X)|S, , ~ ACN(u,h)

Zgodnie z definicja rozktadu ACN prawda jest, ze
((AmCMXt)| Stfl ~ ACN(/unhf)) = (Xr | ’C‘Ngtfl ~ N(/uz’hz))

co jednak nie zachodzi w druga strong. Znajomo$¢ funkcji gestosci rozktadu tacznego wektora
(4,C,X,) umozliwia sformutowanie modelu GARCH(p, g) 0 odmiennej postaci, ktéra nazwano
GARCH-HL z HLC. HL oznacza, ze do budowy funkcji wiarygodnosci wykorzystano ceny maksymal-
ne i minimalne, HLC oznacza zastosowanie jednego z estymatoréw wariancji, konstruowanego na pod-
stawie cen: maksimum, minimum i zamkniecia. Zbidr ten, oznaczony jako N,,, moze by¢ rozszerzony
0 cen¢ otwarcia:

(At’Ct’Xt)|'(‘\st—lNACN(AMt’ht) (15)

e’ =086C (C, —X,)+0864(A4— X )+014(X’ - u’) (16)

q 2 p
ht =w, + Z we; ; + Z giht—i (17)
i=1

i=1
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Parametry tego modelu moga by¢ estymowane za pomocag MNW na postawie funkcji wiarygod-
nosci konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknigcia oraz nowego
estymatora dziennej wariancji, do ktérego budowy wykorzystano réwniez ten sam rodzaj informacji
(réwnanie 16):

{w, g} =argmaxIn’L, ., (w,§)=argmax SIn f,\(a,c, x; u, h(w,§&)) (18)

{8} fo.8} iz

Kolejna propozycja modelu GARCH(p, ¢), nazwana GARCH-HL i oznaczana w dalszej czesci pracy
jako N,,, zostala zaprezentowana ponizej:

(4,,C,,X,)|S, , ~ACN(u, h,) (19)
8[2 = (Xr - fu)z (20)

q 2 P
hz =w, + Z wE i+ 2 giht i (2D

i-1

i=1

Parametry tego modelu mogg by¢ estymowane za pomocg MNW na postawie funkcji wiarygodno-
$ci konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknigcia oraz tradycyjnego
estymatora dziennej wariancji opartego na podstawie cen zamkniecia (réwnanie 20):

{a), %} = ar{gm}axlnLACN (w, &)= ar{gm}ax >SInf,ovla,c,x; uh?E)) (22)
w,& w,& t=1

Réwnania (23-25) przedstawiaja trzecia propozycje¢ modelu GARCH(p, ¢g). Posta¢ te nazwano
GARCH z HLC i oznaczono w dalszej czesci pracy jako N,,:

(4,C,. XIS, ~ ACN(u, h,) 3)

e’ =0.86C,(C, —X,)+0,864,(4 —X,)+0,14(X - u) (24)
q 2 P

hr =, + 21 we, + 2 giht—i (25)
i- i=1

Parametry tego modelu mozna estymowac na podstawie klasycznej funkeji wiarygodnosci, wyko-
rzystujac wytacznie ceny zamknigcia, oraz nowego estymatora dziennej wariancji konstruowanego na
podstawie cen minimalnych, maksymalnych i zamknigcia (réwnanie 24):

{a,, g} ~ argmaxIn L (. &)= argmax S1n f, (x,: u, h, (@, ) 08)
{o.&} {w,& =1

Zauwazmy, ze parametryzacje N, i N,, sa identyczne, a réznica migedzy nimi wynika z zupetnie
innej konstrukgji funkcji wiarygodnosci. W tabeli 1 zestawiono wszystkie zaprezentowane modele.
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Parametryzacja N,, rdzni si¢ od klasycznej parametryzacji modelu GARCH N, tym, ze przy jej
konstrukcji zastosowano informacje o cenach minimalnych i maksymalnych zaréwno przy estymacji
dziennej wariancji, jak i do okre$lenia funkcji wiarygodnosci stuzacej do estymacji parametréw mode-
lu GARCH. Zasadnicza przyczyna tego, ze w réwnaniach (16) i (24) zastosowano estymator dziennej
wariancji okreslony w réwnaniu (10), jest jego ponadsiedmiokrotnie wicksza efektywnos¢ niz efektyw-
no$¢ estymatora o postaci (X, — 4, )2 (Perczak, Fiszeder 2013). Mozna przypuszczac, ze pozwoli to na
uzyskanie doktadniejszego oszacowania wariangcji i jej trafniejszych prognoz.

Parametryzacja N,, zasadniczo nie rézni si¢ od propozycji zawartej w pracy Lildholdta (2002),
cho¢ zawiera inna propozycje postaci funkeji f, .. Wynika to z faktu, ze Lildholdt jako punkt wyjscia
do dalszych rozwazan zastosowat funkcje przedstawiong przez Coxa i Millera (1965, formuty 80-82,
s. 222-223). W niniejszym opracowaniu posta¢ funkeji przedstawionej w réwnaniu (7) zostata natomiast
wyznaczona przez przeksztalcenie innej funkcji zawartej w tej pracy (formuta 78, s. 222). Uzyskana
w ten sposéb postac funkgji gestosci rozktadu tacznego wektora (4,,C,, X,) jest duzo prostsza. Jak za-
znaczono, zalozenia przyjete w modelach N,,, N, i N,, s3 silniejsze od tych, ktdre przyjeto dla modelu
N,,. Poza warunkowa normalnoscia rozktadu sktadnika losowego X, (przyjeta réwniez w modelu N,))
wymagane jest, aby (4,,C,, X,) miat rozktad ACN. Nie oznacza to jednak, ze proces sréddziennych
stép zwrotu musi by¢ arytmetycznym ruchem Browna, mimo ze zatozenie to byto punktem wyjscia do
wyprowadzenia formuty gestosci funkgji £ . -

Ponadto modele N,,, N,, i N,, s3 oszczednie sparametryzowane. Nie zostaty do nich wprowadzone
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zadne dodatkowe parametry wymagajace oszacowania w stosunku do modelu V.

4. Rozklad NIG oraz proces BIG
4.1. Charakterystyka rozkladu IG
Zmienna losowa X ma rozktad odwrotny gaussowski oznaczany jako IG(d,y) (ang. inverse Gaussian)

z parametrami 0ER, i y ER,, jezeli jej gestos¢ rozktadu prawdopodobieristwa okreslona dla x > 0
ma nastepujaca postac (por. Barndorff-Nielsen 1997, s. 2, réwnanie 2.5):

3 2 -1 2
f,G(x;é,V)—\/j—nx zeXp(éy(Sx;yx) 27)

‘(y \/yz 2iu).

. 0
Funkcja charakterystyczna tej zmiennej ma postaé: % 0,7)=E[e"™ ]=¢
Warto$¢ oczekiwana i wariancja s3 zatem réwne odpowiednio:

E[X]—;?, Var[X]:2 (28)

3

Eatwo takze sprawdzié, ze dla dowolnej dodatniej statej s zachodza réwnowaznosci:

X ~I1G(8,7) < sX ~ IG(0s,y/Js) oraz sX~IG©B,y) < X ~IGO/Js,y\s)  (29)
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4.2. Charakterystyka rozkltadu NIG

Zmienna losowa X ma rozktad NIG(a, 8,0, #) z parametrami a€R., —a<f<a, OER,

i MUER, jezeli X |W ~N(u+pW,W) gdzie W ~IG(9,y) oraz y =+Ja’ — B*. Gestos¢ rozktadu
prawdopodobieristwa tej zmiennej ma zatem postac:

Fos s B0, 1)= [ £+ i, w) £ (w0, ) o=

(30)
6eﬁ(x—,u)+6y

-2 K (a6 +(x—u)
N (32+(x_lu)2 (a +(x #))

_ 1%, 1 1
dzie K, (z)=— expl—-—z|ly+—1|]|d
gdzie K, (z) 20fy p( 5 (y y)) y

gdzie a i B sa parametrami ksztattu, a 0 i u, to, odpowiednio, parametry skali i potozenia (por. Jensen,
Lunde 2001, s. 324).

Rozktad NIG zostat zaproponowany przez Barndorffa-Nielsena (1995). Jest to szczegdlny przypadek
tzw. uogodlnionego rozkltadu hiperbolicznego (Barndorff-Nielsen 1977). Wiecej informacji na temat roz-
ktadu NIG mozna znaleZ¢ np. w pracy Schlossera (2011, s. 129-135).

Funkcja charakterystyczna zmiennej X o rozkiadzie NIG opisana jest wzorem:

. i+ 8(y- - (B+iu)
P .0, ) Efe - VYT

Warto$¢ oczekiwana i wariancja réwne sg odpowiednio:

a’d
'y3

E[X]=u+ [ié, Var[X]= GD

Wspodtczynniki asymetrii i koncentracji dane s3 natomiast nastepujacymi formutami:

] FXEXTY 3By FIX-EIXTT 3(1+4(,6’)2) -

) 3+— =
Var[X]" a\/@ Var[X] oy a

Dodatnia wartos¢ wspdtczynnika asymetrii wskazuje na prawostronng skosnos¢ rozktadu, nato-
miast wartosci wspdtczynnika koncentracji wigksze od 3 informuja o podwyzszonej, w stosunku do
rozktadu normalnego, kurtozie rozktadu.

Przez odpowiednie przeksztalcenie funkcji charakterystycznej rozkladu NIG mozna pokazaé, ze
dla statego » > 0 zachodzi:

X ~ NIG(a, ﬁ,é,y)@bX~NIG(Z, f bé,bu) (33)
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W niniejszej pracy wygodniej bedzie zastosowaé nieco inna parametryzacje zaprezentowanag
np. w artykutach Barndorffa-Nielsena (1997, s. 2) oraz Jensena i Lunde’a (2001, s. 324). Podstawiajac:
a =ao, E =Bo,y =+a g EZ, uzyskuje si¢ parametry ksztattu, ktére sa niezmiennicze przy zmia-
nie parametréw potozenia i skali (ang. invariant under location-scale changes). Zmienna losowa X ma
rozktad NIG(a, E, 0, u), jesli jej funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa dana jest formuta:

— aeﬁ "g“)@ x—u\
Tvca, B,0, w= B K|a 1+( u) (34)
o)
Warto$¢ oczekiwana i wariancja tej zmiennej dane s, odpowiednio, formutami:
Bd @
E[X]:[Lt*i’?, Var[X]= )73 (35)

W niniejszej pracy zaletg tej parametryzacji jest fakt, ze tylko dwa parametry: a i E , jednoznacznie
okreslaja wartosci wspdtczynnikéw asymetrii i koncentracji:
2
) o0

A[X]:i K[X]—3+3(1 +4(

ay v

Q=

4.3. Proces BIG

Jezeli BER,, yER,, OER,, UER, Z~N(0,1) i W~IG(d,y), wléwczas zmienna losowa
X|W=u+ pW+ JWZ ma rozklad N (u+pwW, W). Z tego oraz z réwnania (30) wynika, ze
X ~NIG(x; a, 8,0, u) dla a= N ﬁ2 + y2 (Barndorff-Nielsen, Shephard 2001, s. 15).

Niech s € R, begdzie ustalonym parametrem, zmienna losowa Y ma rozktad /G(d Js ,y\/; ) nato-
miast B_bedzie standardowym procesem Wienera. Dla procesu opisanego réwnaniem:

XY = yr+ YT +YB,, Y ~IG(©Os,ys)

zachodzi: X |Y ~ N(ur + BY7,Y7). Ponadto z relacji opisanych w formule (29) wynika, e
sY ~ IG(0s, y). Przyjmujac dodatkowo, ze W = sY, latwo pokaza¢, ze w punkcie 7 réwnym s zachodzi
X© ~ NIG(a, B, 0s, us).

Proces X T(” zostanie nazwany procesem BIG (ang. Brownian inverse G aussian). Jego specyfikacja
jest modyfikacja procesu opisanego przez Ventera, de Jongha i Griebenowa (2006, s. 102, wzdr 6).
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4.4. Gestos¢ rozktadu tacznego stop zwrotu minimum, maksimum i wartosci
koncowej procesu BIG

Niech X* bedzie procesem BIG zdefiniowanym w réwnaniu (37) oraz 4, = énin XY i C,=max X

<T<s ) 0<7=<s

Dla uproszczenia oznaczen przyjeto X = X ), Tak jak w punkcie 3.1 wyznaczono gestos¢ rozkladu X,
z barierami absorbujacymi dolng i gérna, réwnymi «a i ¢ (Perczak 2013; Venter, de Jongh, Griebenow
2005, réwnanie 4.5):

leG('x; AS > a, C.s =ca, ﬂa 6S, ILtS):
= ffN(AS >a,C, <c,x; us+ Pys,vs)fc(vs;0s, y)d(ys) =
0

aose™ 0 i (K (06,7 9) K, (ayf6,+ D)

T P N ) JO,+ 0

gdzie: 6, = 2k(c—a)-x), 6, = (2c +2k(c—a)-x)}, 9= 0%+ (x—us) —x*

Korzystajac ze wzoru (38) lub (8), mozna wyznaczy¢ gestos¢ rozktadu tacznego wektora zmiennych
losowych (4,,C, X, ):

asz,G(x; A >a,C =c;a, B, 0s, us) _
dadc

Sfacwic(@c,x;a, B, s, us)=—

= [Jiow (@,c,; pts + Bys, ys) g (vs; Os,7) d(ys) =
0

.5 da’dsk’e" 0 K (@46, +f})+(3 6 _ oy K, (a6, + 9)| (39)
~. 7 : 0, + 0% : 6, +9Y
"7 4a’Osk (k+1) el m)ros K (a6, +9) , K, (a0, +9)
) a6, — (30, -9
k=-o 4 (6, +9)2 (6, +9)

Parametry 0, ,60,,0 wykorzystuje sic w réwnaniu (38).

Wektor losowy (4,,C,,X,) bedzie mial rozklad oznaczony jako ACNIG, tj.
(4,,C,,X,)~ ACNIG(a, B, s, us), jezeli jego gestos¢ bedzie okreslona rownaniem (39).

Podobnie jak w przypadku rozkladu NIG mozna okresli¢ dla rozktadu ACNIG
alternatywna parametryzacje ACNIG(a, [?, Os, us) z oznaczeniami niezmienniczych wielkosci

a = aos, E = [0s,y = \/62 - ﬁz. Wymaga to dokonania stosunkowo prostych przeksztatceri wzoru (39).
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Wyzej pokazano, ze jezeli X' jest procesem BIG zdefiniowanym na podstawie formuty (37), to
(4,,C,,X,)~ ACNIG(a, B, Os, us). Zaleznos¢ ta nie musi jednak zachodzi¢ w druga strone. Z faktu,
ze (4,,C,,X,)~ ACNIG(a, B, Os, us), nie wynika, iz zmienne losowe 4, C; musza by¢ zdefiniowane
na podstawie procesu X\

4.5. E stymacja w ariancji p rocesu B IG n a pod stawie s tOp zw rotu m inimum,
maksimum i wartosci konicowe;j
Na podstawie dotychczasowych ustaleni:

W=sY A Y~IGOs,ps ) n (4,C.,X,)|W ~ ACN(us+ W, W)

| (40)
(4,,C,,X,)~ ACNIG(a, f3, Os, us)

Estymator Rogersa-Satchella (1991) jest nieobcigzonym estymatorem wariancji ruchu Browna:
E[C,(C,-X,)+A4,(4,—~X,)|sY]=sY, czyli:

E[C\ (C\ _Xs) +A\' (A\ - X\)] = E[E[Cs (C\ - X.v ) + A\' (A\ - X\) l SY]] = E[SY] = Q (41)
14
Estymator o postaci:
A az =2
a
VZ (S) = 7 (Cv (Cr - Xs )+ As (Ar - Xx )) = ,}—/72 (Cs (Cx - X.\' )+ As (A\ - Xx )) (42)
ma zatem wartos$¢ oczekiwang réwna:
2 2 —2¢2 2
" a0 ads aos
EV,]=—F—=—F5=——27—=VarlX|] @)
vy 14 14

W punkcie 3.1 przedstawiono estymator wagiancji ruchu Browna V,(s), kt6ry zastosowano w pa-
rametryzacjach modeli N, i N,,. Estymator V,(s) jest estymatorem wariancji procesu $roddzien-
nych stép zwrotu X, 7 <. Zostanie on wykorzystany do konstrukcji nowych parametryzacji modeli
W piatej czesci pracy.
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5.M odel G ARCH zw arunkowym r ozkladem N IG s kladnika 1 osowego
konstruowany na podstawie rozszerzonego zbioru danych

5.1. Model NIG-S&ARCH

Model NIG-S&ARCH (ang. NIG stochastic and autoregressive conditional heteroskedasticity) zostat wpro-
wadzony przez Jensena i Lundego, (2001). Jego posta¢ uzupetniona réwnaniem autoregresyjnym oraz
0gobIna specyfikacje modelu GARCH mozna przedstawi¢ w formie nastepujacych réwnari:

X,|3,, ~NIG

t

. _3/2
a B, ht,u) @9
o

By )
Ead

et:Xiill/ti

p
h=w,+ X a)igtz—i + 2 &h (46)
' i

Parametry tego modelu moga by¢ estymowane za pomocg MNW na podstawie funkgji wiarygod-
nosci z wykorzystaniem wylacznie cen zamknigcia:

{&, B, cAu,% }: argmaxInL,,;(a,B, w,&)=

{ap. v.&}
302 47)

= a{rgima)}( Z] ln.fNIG xf; aa Ea % \V ht (C(), g)a u
@p, w &} 1T
gdZie = (woa Wy eeey (Uq )7 EZ (Ep gza cees Ep )

Model ten w dalszej czgSci pracy bedzie okreslany jako S&GARCH-NIG i oznaczany NIG,,.

5.2. Propozycje procedur estymacji parametrow modelu S&GARCH-NIG

Przedstawione w tym punkcie parametryzacje modeli zostaly zaproponowane w pracy Perczak (2013).
Tak jak w przypadku przedstawionych w czesci trzeciej parametryzacji modeli M{./., do nowych parame-
tryzacji modelu S&GARCH-NIG zostang wykorzystane dodatkowe informacje o cenach minimalnych
i maksymalnych. W pierwszej kolejnosci przyjeto, ze:
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—3/2

(4,C.X)|S, , ~ ACNIG|@, B, *— fn, | dla 121 <n
a

Wykorzystanie dodatkowych informacji bedzie przebiega¢ w dwdch niezaleznych kierunkach:

1) zostanie zastosowany estymator dziennej wariancji przedstawiony w réwnaniu (42), ktéry jest
efektywniejszy niz kwadrat dziennej stopy zwrotu obliczonej na podstawie cen zamknigcia,

2) parametry modelu beda estymowane za pomocg MNW na podstawie funkcji wiarygodnosci
konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamkniecia.

Pierwsza propozycja jest model, ktéry zostanie nazwany S&GARCH-HL-NIG z HLC. Bedzie on
oznaczany w dalszej czesci pracy jako NIG,,:

—3/2
(4,C,,X)| S, ~ ACNIG|a, B,"— Jh, u (48)
a
_2
Etz:%(Ct(ct_Xr)+At(At_Xt)) (49)
Y
q 14
h=w+2 a)ietz—i + 2 8h (50)
i-1

i=1
Parametry tego modelu moga by¢ estymowane za pomoca MNW na podstawie funkgcji wiarygod-

nosci konstruowanej z wykorzystaniem cen minimalnych, maksymalnych i zamknigcia oraz nowego
estymatora dziennej wariancji przedstawionego w réwnaniu (42):

|

_3n

“ =R Y

=e:rg7ma>§ leanCN[G(at’ct’xz’ a ﬁa? h(w, &), u
@, B, 0,8} i=

Ql>

s Ea C/(\)a g} = Eggﬁmag}( In LACNIG (a» B» w, ‘S):

G1)

Ponizej zaprezentowano kolejna parametryzacje modelu, nazwana S&GARCH-HL-NIG i oznaczong
w dalszej czesci pracy jako NIG,;:
_3/2

a’ﬁ % ht,xu (52)

(4,,C,,X,)|S, , ~ ACNIG

2

KM%?JQ) &)

2 _
& =

—wy+ o+ SEh, (54)
i-1

-1
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Parametry tego modelu moga by¢ estymowane na podstawie funkcji wiarygodnosci:

A A

{a, B, w,& }= argmax InL .. (@, B, w,&)=

@ p.o& ot
(55)

32

n — Y

=argmax Y In fACN]G( a,,C, X5 A ﬁ — h(w,8), u
a, B, & =l o

W tym modelu parametry estymuje sie¢ na podstawie funkcji wiarygodnosci, do ktdrej skonstru-
owania wykorzystano ceny minimalne, maksymalne i zamkniecia. Z kolei sktadnik losowy wyznaczono
tak jak w pracy Jensena i Lundego (2001).

Czwarta propozycje modelu, nazwang S&GARCH-NIG z HLC i oznaczong w dalszej czesci pracy
jako NIG,,, przedstawiaja ponizsze rownania:

—3/2
(4,,C,,X)|3,., ~ ACNIG a,ﬁ,% h, u (56)
_2
a
:j(C[(C[*X[)'FAI(AI*X’)) (57)
Y
q 2 P
h =, + Z we_+ Zl &h,_, (58)

Parametry tego modelu moga by¢ estymowane za pomocg MNW na podstawie funkcji wiarygod-
nosci z wykorzystaniem cen zamkniecia oraz nowego estymatora dziennej wariancji przedstawionego
w réwnaniu (42):

@ p.o.&}

{&, ﬁ, A,% }= argmax In L. (a, B, w, &)=
(59

,3/2
—a}rgma)izllnf,v,c(x a, [3 — (&), u
a, B, w, &} i

Zauwazmy, ze parametryzacje NIG,, i NIG,, s3 identyczne, a rdznica miedzy nimi wynika
z zupeknie innej konstrukcji funkcji wiarygodnosci.

Jak wspomniano, modele NIG,, i NIG,, zostaty zbudowane na podstawie estymatora, ktory jest
modyfikacja estymatora Rogersa i Satchella. W modelach NG, i NIG,, wykorzystano natomiast esty-
mator zaprezentowany w réwnaniu (10), bedacy efektywniejszym estymatorem wariancji arytmetycz-
nego ruchu Browna. Gdyby estymator Rogersa i Satchella zostat zastosowany w modelach N wdwczas
z wlasnosci rozkladu NIG wynika, ze dla @ —>®, 0 = ao? , B =0 wszystkie modele NIGU byiyby rOw-
nowazne modelom N, i Oznacza to, ze modele NIGl.j nie stanowig odrebnej klasy, lecz sa uogélnieniami
odpowiednich modeli N
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Podobnie jak w przypadku analizy ruchu Browna przeprowadzonej w czesci trzeciej, parametry-
zacja NIG,, rézni si¢ od parametryzacji modelu NIG,, tym, ze ceny minimalne i maksymalne zosta-
ty wykorzystane do konstrukcji zaréwno estymatora dziennej wariancji, jak i funkcji wiarygodnosci
stuzacej do estymacji parametréw modelu GARCH. Zestawienie wszystkich modeli przedstawionych
W opracowaniu zawiera tabela 1.

W modelach NIG,,, NIG,, i NIG,, przyj¢to, ze stopy zwrotu minimum, maksimum i wartosci kon-
cowej maja taczny rozktad ACNIG. Nie wprowadzono zadnych dodatkowych zatozen dotyczacych $réd-
dziennych zmian stop zwrotu. W szczegdlnosci srdddzienna stopa zwrotu nie musi by¢ zmienng losows,
ktérej rozklad jest mieszaning dwdch rozktadéw. Jest to ostabienie zatozerl w stosunku do tych, ktére
przyjeto w pracy Ventera, de Jongha i Griebenowa (2005).

Ponadto modele NIG,,, NIG,, i NIG,, sa oszczednie sparametryzowane i nie zostaty do nich wpro-
wadzone zadne dodatkowe parametry w stosunku do modelu NIG,,.

6. Analiza zmiennosci zwrotow z indeksu WIG20 i kursu EUR/PLN
6.1. Zarys badania

Przedstawione w pracy propozycje parametryzacji modeli GARCH zastosowano do szacowania zmien-
nosci zwrotéw z indeksu rynku akcji WIG20 notowanego na GPW w Warszawie oraz kursu walutowe-
go EUR/PLN notowanego na miedzynarodowym rynku walutowym FOREX (dane pochodzity z agen-
¢ji Bloomberg). Analize przeprowadzono dla okresu od 30 wrzesnia 2002 r. do 28 wrzesnia 2012 r.,
w ktérym obserwowano zaréwno hossg, jak i bessg, a takze, co istotne, kryzys finansowy. Dtugosci bada-
nych szeregdéw czasowych stop zwrotu wynosity 2513 dla indeksu WIG20 oraz 2571 dla kursu EUR/PLN.

Powszechnie dost¢pne dane rynkowe zawierajace szeregi czasowe z cenami: otwarcia, mini-
mum, maksimum i zamknigcia, s3 nieco inaczej okreslone, niz przyjeto w punkcie 2.2. W szcze-
gblnosci cena otwarcia w dniu biezacym jest na ogdt rézna od ceny zamknigcia z poprzednie-
go dnia (wystepuja tzw. nocne stopy zwrotu). Z tego powodu dokonano redefinicji zmiennych:
A, =In(min(S,_, L,)/S,,), C,=In(max(S,_, H,)/S,,) i X,=In(S,/S, ). Nastepnie wyznaczono
wektory dziennych stép zwrotu: (a,, ¢, x, ), (a,, ¢,, X, ),..n(a,, ¢, , X,,).

W badaniu zastosowano osiem parametryzacji modeli GARCH przedstawionych w trzeciej i piatej
czgdci: Ny, Ny, N, N,,, NIG,,, NIG,,, NIG,,, NIG,,. Do estymacji parametréw modeli zastosowano
metode najwigkszej wiarygodnosci. Logarytmy funkcji wiarygodnosci In L, i In L,,. zbudowane wy-
tacznie na podstawie cen zamknigcia zostaty oznaczone jako In L,, a funkcje In L, iln L, ktdre
byty konstruowane dla wektoréw losowych, oznaczono jako In L,. Parametry modeli N,,, N,,, NIG,,,
NIG,,, estymowano, maksymalizujac logarytm funkcji wiarygodnosci In L. Do celéw informacyj-
nych podano jednak takze wartosci In L, (tj. In L, w przypadku N,, i N, oraz In L., dla modeli
NIG,,i NIG ,). Réwniez parametry modeli N,,, N,,, NIG,,, NIG,, szacowano, maksymalizujac wartosci
In L,. Podano réwniez wartosci In L;: In L, w przypadku N,, i N,, oraz In L,,. dla modeli NIG,,
i NIG,,). Miara In L, zawiera wigcej istotnych informacji na temat ksztattowania si¢ cen instrumentu
finansowego, gdyz ceny minimalne i maksymalne sa z pewnoscia waznymi informacjami z punktu wi-
dzenia pomiaru zmiennosci (por. Parkinson 1980; Rogers, Satchell 1991). Mozna zatem przypuszczac,
7e jest bardziej wiarygodna miarg oceny jakosci danego modelu.
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Dodatkowo w przypadku kazdego modelu badano réwniez wartosci kryterium informacyjnego
Schwarza, obliczone dla obu funkcji wiarygodnosci, oraz wartosci statystyki Riversa i Vuonga (2002),
oznaczanej dalej jako RV. Test ten pozwala na weryfikacje hipotezy o asymptotycznej réwnosci warto-
$ci funkcji wiarygodnosci dwdch niezagniezdzonych modeli. Jest on rozszerzeniem testu Vuonga (1989)
i moze by¢ stosowany miedzy innymi w przypadku modeli szeregéw czasowych. Dokonano réwniez
oceny jakosci przedstawionych modeli dla cen zamknigcia, stosujac wybrane testy statystyczne: test
autokorelacji Ljunga i Boxa, test efektu ARCH Engle’a oraz test zgodnosci Andersona i Darlinga.
Zaréwno dla indeksu WIG20, jak i dla kursu walutowego nie zaobserwowano istotnej statystycznie au-
tokorelacji sktadnika losowego (wyjatkiem jest model N/G,, dla kursu EUR/PLN). W przypadku obu
szeregOw czasowych przyjeto rzedy opdznieri w modelach GARCH réwne jeden. Dla indeksu WIG20
we wszystkich modelach poza N,, wystgpowat istotny statystycznie efekt ARCH sktadnika losowego.
Z kolei w przypadku kursu EUR/PLN efekt taki wystepowat w modelach, w ktdrych zastosowano nowe
estymatory dziennych wariancji. W obu przypadkach modele o wyzszych rzedach opdznieni byty zdecy-
dowanie odrzucane ze wzgledu na mniejsze wartosci funkcji wiarygodnosci In L, oraz wigksze wartosci
kryterium informacyjnego Schwarza i dlatego zostaly pominiete w dalszej prezentacji. Wyniki estyma-
cji zaprezentowano w tabelach 2 i 3, odpowiednio dla indeksu WIG20 oraz kursu EUR/PLN.

Jak mozna bylo przypuszcza¢, hipoteza zaktadajaca normalnos¢ rozktadéw warunkowych zostata
odrzucona na podstawie wynikéw testu Andersona i Darlinga dla wszystkich modeli Nl.j. Z kolei hipo-
teza zaktadajaca warunkowy rozktad NIG nie zostata odrzucona tylko dla modeli N, (oba szeregi) oraz
N,, (indeks WIG20).

Wszystkie obliczenia wykonano za pomocga samodzielnie napisanych kodéw Zréddtowych w jezyku
C++, wykorzystujac biblioteke obliczeri numerycznych GSL (http:/www.gnu.org/software/gsl/).

6.2. Wnioski z badania empirycznego

Wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych w procesie estymacji parametréw
modelu GARCH, bez zwigkszenia jego parametryzacji, poprawia jakos¢ modelu mierzong wartoscig
funkcji wiarygodnosci. Wedtug testu RV zaréwno dla indeksu WIG20, jak i kursu EUR/PLN wartosci
funkcji wiarygodnosci In L, modeli N,,, N,,, N,, sa istotnie wigksze od wartosci dla modelu N, ,. Ta-
kie same zaleznosci wystepuja w modelach klasy NIG,, z wyjatkiem modelu NG|, dla indeksu WIG20.
We wszystkich przypadkach najbardziej zaawansowane modele, wykorzystujace dane o cenach mini-
malnych i maksymalnych zaréwno do konstrukcji funkcji wiarygodnosci, jak i do estymacji dziennej
wariancji, czyli modele N, i NIG,, maja duza przewage nad modelami N, i NIG,,.

Zastosowanie estymatoréow dziennej wariancji (réwnanie (10) dla modeli sz oraz (42) dla mode-
li NIGl.j), konstruowanych na podstawie danych o cenach minimalnych i maksymalnych dla kursu
EUR/PLN, zwigksza wartosci In L,. Znaczy to, ze warto$¢ funkcji wiarygodnosci In L, jest wyzsza w mo-
delu N,, nizwmodelu N,,, w N,, jest wyzsza niz N, , w NIG,, jest wyzsza niz NIG,,, aw NIG,, jest wyz-
sza niz w NIG,,. Wzrost funkcji wiarygodnosci dla kazdej z przedstawionych czterech relacji jest istot-
ny statystycznie, na co wskazuja oceny statystyki RV, wynoszace odpowiednio: -5,9560; -6,8120; -5,9864
i-8,0456. W przypadku indeksu WIG20 tylko model V,, ma istotnie wyzsza wartos¢ funkcji wiarygodno-
sciln L, niz w modelu N, (warto$¢ testu RV jest réwna -2,0713). Zmiany In L, dla pozostatych trzech par

modeli nie s3 istotne statystycznie (oceny statystyki RV wynoszg odpowiednio: -0,9486; -0,0506 i 1,1548).
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Poprawa jakosci modelu wynikajaca z zastosowania rozktadu NIG, czyli rozktadu o grubszych ogo-
nach niz w rozktadzie normalnym, jako warunkowego rozktadu sktadnika losowego jest wigksza niz
w przypadku miary In L,. Oszacowano rowniez parametry modelu GARCH z warunkowym skosnym
rozktadem t Studenta sktadnika losowego na podstawie szeregu czasowego zawierajacego wytacz-
nie ceny zamkniecia. W przypadku indeksu WIG20 dla modelu GARCH(1,1) uzyskano wartos¢ funk-
¢ji wiarygodnosci In L, réwng 7128,16, czyli nizsza niz w przypadku modelu NIG,,. Z kolei w modelu
GARCH(1,1) dla kursu EUR/PLN wynosita ona 9607,033, czyli nieznacznie wigcej niz w modelu NIG,,.
Szczegbdtowe wyniki estymacji zostaty pominiete w tabelach.

Powyzsze wnioski zostaty réwniez potwierdzone przez wartosci kryterium informacyjnego Schwarza.

Zastosowanie danych o cenach minimalnych i maksymalnych do budowy oraz estymacji mode-
li najczesciej powoduje pogorszenie jakosci modeli, ocenianej przez pryzmat statystycznych wtasnosci
sktadnikéw losowych konstruowanych na podstawie cen zamknigcia (pojawiajacy sie efekt ARCH oraz
gorsze dopasowanie warunkowych rozktadéw). Takiego wyniku mozna si¢ byto spodziewac i nie ozna-
cza on, ze modele te maja gorsza jako$¢. Do ich oceny nalezatoby wykorzystaé wigkszy zbidr informacji
o cenach minimalnych, maksymalnych i zamkniecia, jednak nie istnieja jeszcze odpowiednie procedu-
ry i testy (bedzie to przedmiotem dalszych badani autoréw).

Srednie bledy oszacowania parametréw s3 na ogét mniejsze w przypadku modeli, w ktdrych para-
metry byly szacowane z wykorzystaniem cen minimalnych i maksymalnych.

Dla indeksu WIG20 asymetria rozktadéw bezwarunkowych proceséw opisanych modelami NIG,,
i NIG,, jest wigksza od tej, ktora wystepuje w rozktadach proceséw opisanych modelami N/G,, i NIG,,.

Wykorzystanie w estymacji cen minimalnych i maksymalnych powoduje zmiany ocen parametréw
w modelu GARCH. Zwigkszaja sie na ogot oceny parametru w,, a zmniejszaja si¢ oceny &, oraz maleje
suma ocen o, + &, w poréwnaniu z modelem GARCH szacowanym na podstawie cen zamknigcia. Ma
to duze znaczenie dla modelowania i prognozowania zmiennosci stop zwrotu. Oznacza to bowiem, ze
wplyw szokéw w poprzednim okresie na biezaca wariancje jest wickszy, a zatem reakcja na zmieniajaca
sie sytuacje rynkowa jest szybsza, zgodnie z modelem, w ktérym zastosowano réwniez ceny minimalne
i maksymalne. Ponadto oddzialywanie szokdw na zmiennos¢ trwa krdcej, niz wynikatoby to z modelu
GARCH szacowanego wylacznie na podstawie cen zamknigcia. Przeczy to wynikom uzyskiwanym na
przyktad na podstawie zmiennosci implikowanej (por. Engle, Mustafa 1992). Wtasnie to zastrzezenie
byto dotychczas wymieniane jako jedna z najwigkszych stabosci modeli GARCH. Wydaje si¢ zatem, ze
dzigki zastosowaniu danych o cenach minimalnych i maksymalnych do estymacji parametréw modelu
uzyskuje sie oceny, ktdre sa blizsze prawdziwym parametrom.

Wartosci funkcji wiarygodnosci In L, otrzymane dla modelu N,, sa zblizone do wartosci uzyska-
nych dla modelu NIG,,. Wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do konstruk-
¢ji zaréwno funkcji wiarygodnosci, jak i estymatora dziennej wariancji podobnie poprawia jako$¢ mo-
delu, jak zastosowanie asymetrycznego warunkowego rozktadu sktadnika losowego o grubych ogonach.

Warto réwniez odnotowac, ze dla indeksu WIG20 w przypadku modeli N,, i NIG,, oceny parame-
tréw nie speiniaja warunku w, + &, <1 co sugeruje, ze wariancja stop zwrotu procesu GARCH jest nie-
skoriczona. Zjawisko to czesto dotyczy takze innych instrumentéw notowanych na rynku finansowym
w przypadku estymacji parametréow modelu wytacznie na podstawie cen zamknigcia (Diebold 1986;
Lamoureux, Lastrapes 1990). Wynik ten nie wystepuje dla modeli N,, i NIG,, oraz N,, i NIG,,.

Zréznicowanie wartosci funkcji In L, w poszczegdlnych modelach jest znacznie mniejsze niz
w przypadku In L, i nie przekracza 3%, podczas gdy dla nowej postaci funkeji wiarygodnosci dochodzi
nawet do 8-10%.
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7. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano modele GARCH wprowadzone przez Lildholdta (2002) oraz Ventera,
de Jongha i Griebenowa (2005), skonstruowane nie tylko na podstawie cen zamknigcia, ale réwniez
na podstawie informacji o dobowych minimach i maksimach cen. Jako warunkowe rozktady sktadnika
losowego przyjeto rozktad normalny oraz NIG. Zaktadajac, ze procesy sréddziennych stép zwrotu sa
arytmetycznym ruchem Browna oraz procesem o warunkowym rozktadzie NIG, przedstawiono rozkta-
dy taczne wektoréw losowych, ktérych wspétrzednymi sa zmienne losowe wartosci minimalnej, mak-
symalnej i koricowej logarytmicznych stép zwrotu. W wyniku zastosowania dodatkowych informacji
0 cenach minimalnych i maksymalnych skonstruowano funkcje wiarygodnosci, ktére wykorzystuja
znacznie szerszy zbiér danych rynkowych opisujacych instrumenty finansowe. Dzigki temu uzyskano
znacznie wieksze wartosci funkcji wiarygodnosci.

W pracy zaproponowano rozszerzenie modeli Lildholdta (2002) oraz Ventera, de Jongha i Griebe-
nowa (2005). Polega ono na zastosowaniu efektywniejszych estymatoréw dziennej wariancji (w tym
propozycji nowego estymatora), konstruowanych na podstawie cen minimalnych i maksymalnych,
zamiast estymatora wyznaczanego wytacznie na podstawie cen zamknigcia. Ponadto dokonano pew-
nych uproszczent wymienionych parametryzacji modeli.

Na podstawie obserwacji stop zwrotu z indeksu WIG20 i kursu walutowego EUR/PLN pokazano,
7e wykorzystanie informacji o cenach minimalnych i maksymalnych do estymacji parametréw mode-
lu GARCH, bez zwigkszenia jego parametryzacji, poprawia jakos¢ modelu mierzong wartoscia funk-
¢ji wiarygodnosci. Zmienno$¢ stép zwrotu oszacowana na podstawie zaprezentowanych modeli ma
wiasnosci bliskie zmiennosci implikowanej. Stosowanie klasycznych modeli GARCH i wytacznie cen
zamknigcia moze zatem prowadzi¢ do bledéw poznawczych.

Wszystkie przedstawiane modele GARCH s3 oszczgdnie sparametryzowane i maja tyle samo para-
metréw, co tradycyjny model GARCH ze sktadnikiem losowym opisanym warunkowymi rozktadami:
normalnym oraz sko$nym t Studenta. Wykorzystanie informacji z notowan sréddziennych (w postaci
ceny minimalnej i maksymalnej) nie zwigksza czestotliwosci analizowanego szeregu czasowego. Do bu-
dowy omawianych modeli nadal wykorzystuje sie dane o czestotliwosci dziennej, tzn. szeregi wektoréw
stép zwrotu minimum, maksimum i wartosci koricowej. Pozwala to uniknaé probleméw zwigzanych
z analiza danych o bardzo wysokiej czestotliwosci.

Mozna przypuszczaé, ze wykorzystanie dodatkowych danych do estymacji parametréw modelu
GARCH zwigkszy trafno$¢ prognozowania zmiennosci stép zwrotu w poréwnaniu z modelami, ktérych
parametry sa estymowane tylko na podstawie cen zamkniecia. Wymaga to jednak przeprowadzenia
dodatkowych badan. Dostepnos¢ cen minimalnych i maksymalnych na réwni z cenami zamknigcia da-
je nadzieje, ze stosowanie zaprezentowanych modeli stanie sie powszechne.
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Aneks

Tabela 1
Zestawienie zaprezentowanych w opracowaniu modeli

Estymatory dziennej wariancji

Zastosowany rozktad
warunkowy oraz przyjeta
funkcja wiarygodnosci klasyczny konstruowany dla cen efektywniejsze
zamkniecia konstruowane dla cen HLC
s 3
g 5 & nazwamodelu S&GARCH S&GARCH z HLC
S s = Bollerslev (1986)
- &
2 SE®
'S ==l .
g 8 o oznaczenie N11 le
5 ¢ %
=)
= 5
< o R S&GARCH-HL
é § =1 é nazwa modelu Lildholdt (2002) S&GARCH-HL z HLC
~ 5% o
R
§ = .§ oznaczenie N, N,,
s 8 _
£ o & nazwamodelu S&GARCHNIG S&GARCH-NIG z HLC
SE g Jensen, Lunde (2001)
528
& ==l .
Z 8T s oznaczenie NIG,, NIG,,
e > =
S o
N s 2 S&GARCH-HL-NIG
) o h “HI-
e Es —% nazwa modelu Venter, de Jongh, Griebenow (2005) S&GARCH-HL-NIG z HLC
SE S
{E 2 .
o .g oznaczenie NIG,, NIG,,

Uwaga: modele zaprezentowane w pracy nie sa doktadnymi parametryzacjami przedstawionymi w cytowanych artykutach,
ale ich modyfikacjami dokonanymi na potrzeby niniejszej pracy.
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Parametryzacje modelu GARCH

Parametr

Ny, N, N,, N,, NIG,, NIG,, NIG,, NIG,,
_ 2,95600 3,20715 3,00467  2,84584
a (0,68023) (0,74968) (0,17284)  (0,15986)
_ -0,02975  -0,08676  -0,37455  -0,54468
B (0,09352)  (0,10159) (0,09011) (0,08985)
0,00072  0,00050  0,00133 0,00054  0,00070  0,00108 0,00337 0,00415
H (0,00026) (0,00026) (0,00016) (0,00021) (0,00069) (0,00071) (0,00055) (0,00056)
2,04e-06 1,71e-06  3,17e-06  3,23e-06  1,86e-06  1,75¢-06  3,45e-06  2,56e-06
Dg (6,61e-07) (9,43e-07) (2,75e-07) (4,42e-07) (7,10e-07) (1,06e-06) (4,93e-07) (5,6%9¢-07)
0,06009 0,11327 0,07822 0,16651 0,05493 0,11266 0,08001 0,11743
@, (0,00747)  (0,01756) (0,00295) (0,00866) (0,00821) (0,02178) (0,00545) (0,01089)
0,93196 0,90761 0,86033 0,78951 0,93787 0,91270 0,87003 0,86921
& (0,00811) (0,01379) (0,00526) (0,01103) (0,00889) (0,01618) (0,00869) (0,01198)
InL, 7108,59 7128,30 6918,41 6959,05 7129,86 7144,78 7041,19 7071,64
SICL, -14178,03  -14217,45 -13797,67 -13878,95 -14204,92 -14234,75 -14027,58 -14088,48
InL, 27849,75  28046,59  29273,95 29341,05 29591,04 29592,34  29949,87  29918,53
SICL, -55660,36 -56054,03 -58508,76 -58642,95 -59127,27 -59129,88 -59844,93 -59782,25
RV - 2,0713*  -9,6472*  -9,3264* - -0,0506 -8,4861*  -6,9021*
LB(8) 7,4309 7,0155 6,1990 6,8660 7,6305 7,4085 6,4492 7,5991
LM(8) 25,6543*  21,3554*  44,3944* 14,8902  27,5269*  29,0166*  36,763*  19,5065*
AD 3,5865* 2,9092* 3,8528* 3,3194* 0,7279 0,2872 17,8657*%  8,9140*

* Oceny statystyk istotnie rézne od zera na poziomie 0,05.

Uwaga: w nawiasach podano srednie btedy szacunku parametréw, RV oznacza statystyke testu Riversa, Vuonga (2002),
poréwnywania dokonywano dla modeli klasy N,z modelem N,;, a w przypadku modeli klasy NIG, z modelem NIG,,, LB
to statystyka testu autokorelacji Ljunga-Boxa, LM statystyka testu efektu ARCH Engle’a, AD to statystyka testu zgodnosci

Andersona-Darlinga.
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Tabela 3
Wyniki estymacji dla kursu EUR/PLN

Parametryzacje modelu GARCH

Parametr
Ny, N, N,, N,, NIG,, NIG,, NIG,  NIG,,
a 2,10205 1,47889 1,14614  1,97952
(0,34480) (0,22286) (0,08023) (0,10041)
B 0,22648 0,15800 0,14949  0,15740
(0,07391) (0,05628) (0,04780) (0,05191)
-0,00022 -0,00004 -0,00049 -0,00005 -0,00101 -0,00081 -0,00135 -0,00071
" (0,00010) (0,00011) (0,00036) (0,00011) (0,00024) (0,00023) (0,00021) (0,00019)
o 8,725e-07 4,667¢-06 1,769¢-06 2,774e-06 7,797e-07 4,991e-06 4,412e-06 1,107e-06
0 (2,05e-07) (8,39e-07) (9,53e-08) (1,97e-07) (2,29¢e-07) (1,11e-06) (3,28e-07) (2,20e-07)
o 0,8866 0,16444 0,08111 0,29653 0,0879  0,15068 0,17111  0,19834
1 (0,01139) (0,02536) (0,00361) (0,00949) (0,01367)5 (0,02938) (0,02140) (0,01772)
3 0,89196 0,68230 0,87310 0,59690 0,89438 0,73463 0,78144 0,78272
1 (0,01342) (0,04639) (0,00522) (0,01292) (0,01584) (0,05717) (0,02430) (0,01942)
InL, 9540,67 9486,97 952748  9449,17 9605,08 9535,15 9556,04 9493,73
SICL, -19042,07 -18934,68 -19015,70 -18859,08 -19155,20 -19015,33 -19057,11 -18932,50
InL, 32076,39 33651,33 32205,82 34062,57 34791,01 35310,88 34980,03 35456,78
SICL, -64113,53 -67263,40 -64372,37 -68085,89 -69527,05 -70566,80 -69905,10 -70858,60
RV - -5,9560* 2,0561* -6,7484* - -5,9864* -3,5391* -7,0237*
LB(8) 8,2695 11,5736 94457 10,6462  8,6418 13,9906  9,2419 16,6924*
LM(8) 3,0272 52,773*  6,3042 40,3654* 3,0267 102,955* 44186 212,359*
AD 6,4284* 8,8111*  6,7096* 10,4318* 0,5567  5,2963* 14,8275% 3,5221*

* Oceny statystyk istotnie rézne od zera na poziomie 0,05.

Uwaga: w nawiasach podano $rednie btedy szacunku parametréw, RV oznacza statystyke testu Riversa, Vuonga (2002),
poréwnywania dokonywano dla modeli klasy N,z modelem N, a w przypadku modeli klasy NIG; z modelem NIG,,, LB
to statystyka testu autokorelacji Ljunga-Boxa, LM statystyka testu efektu ARCH Engle’a, AD to statystyka testu zgodnosci
Andersona-Darlinga.
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The GARCH model - t he application of additional i nformation
about low and high prices

Abstract

The paper presents the GARCH models established by Lildholdt (2002) and Venter, de Jongh, Griebenow
(2005), which are formulated on the basis of low, high and closing prices. Assuming that intraday
processes of returns are the arithmetic Brownian motion and then the process, for description of
which the NIG distribution was used, the joint distributions of random vectors of minimum, maximum
and finish values of logarithmic returns are presented. These distributions are then applied in the
formulation of likelihood functions used for the estimation of parameters of considered models.
Moreover, extensions of models of Lildholdt (2002) and Venter, de Jongh, Griebenow (2005) are
proposed. These modifications include more efficient estimators of daily variance based on low
and high prices in place of the estimator based on only closing prices. Some simplifications of the
mentioned parameterizations of models are also performed. It is demonstrated for series of returns
of the stock index WIG20 and the EUR/PLN exchange rate that the application of information about
low and high prices in the estimation process of the GARCH model parameters, without increasing its
parameterization, improves the quality of the model measured by the value of its likelihood function.

Keywords: GARCH model, volatility estimation, NIG distribution, Brownian motion, low and high
prices








